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Recomendaciones para el alumno

El presente Médulo de Aprendizaje constituye un importante apoyo para ti, en él
se manejan los contenidos minimos de la asignatura Matematicas |ll.

No debes perder de vista que el Modelo Académico del Colegio de Bachilleres del
Estado de Sonora propone un aprendizaje activo, mediante la investigacion, el
andlisis y la discusion, asi como el aprovechamiento de materiales de lectura
complementarios; de ahi la importancia de atender las siguientes
recomendaciones:

> Maneja el Modulo de Aprendizaje como texto orientador de los contenidos
teméaticos a revisar en clase.

» Utiliza el Médulo de Aprendizaje como lectura previa a cada sesion de clase.

> Al término de cada unidad, resuelve la autoevaluacién, consulta la escala de
medicion del aprendizaje y realiza las actividades que en ésta se indican.

> Realiza los ejercicios de reforzamiento del aprendizaje para estimular y/o
reafirmar los conocimientos sobre los temas ahi tratados.

» Utiliza la bibliografia recomendada para apoyar los temas desarrollados en
cada unidad.

» Para comprender algunos términos o conceptos nuevos, consulta el glosario
que aparece al final del médulo.

» Para el Colegio de Bachilleres es importante tu opinién sobre los médulos de
aprendizaje. Si quieres hacer llegar tus comentarios, utiliza el portal del
colegio: www.cobachsonora.edu.mx



Presentacion

La asignatura de Maternaticas 3 te introduce al estudio de la Geometria Analitica. Su
importancia radica, en que esta rama de las matematicas posibilita analizar
problemas geométricos desde un punto de vista algebraico y viceversa. Para ello es
necesario manipular, esencialmente, el transito de una gréfica a una ecuacion y de
una ecuacion a su grafica primeramente con un contexto definido, es decir, su
aplicacién en el mundo real, que pueda proporcionar el significado de gréficas y
ecuaciones y posteriormente la descontextualizacion. El uso de los sistemas
coordenados, nos permite hacer éstos intercambios entre las representaciones
geométricas y algebraicas.

El enfoque metodolégico del curso esta inmerso en el modelo educativo centrado en
el aprendizaje, que privilegia la actividad permanente y sistematica del estudiante
para guiar la accidon pedagdgica con un sentido orientador y facilitador del
aprendizaje.

Esta materia trata los siguientes temas: Sistemas de ejes coordenados, el cual
proporciona los elementos necesarios para el analisis de coordenadas, para el
calculo de pendientes, distancias, areas y angulos de figuras geométricas. La linea
recta, se analizan sus propiedades, ecuaciones y graficas. La circunferencia,
caracteristicas geomeétricas y sus ecuaciones. Las secciones conicas, generadas a
partir de los cortes de un plano en conos, obteniéndose la circunferencia, elipse,
hipérbola y La parabola, de la cual se analizan sus propiedades, ecuaciones y
aplicaciones.

El orden y la profundidad de los temas considerados para el contenido de ésta
asignatura, puede variar de acuerdo a la orientacién de cada academia.
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Introduccion

El Colegio de Bachilleres del Estado de Sonora, en atencién a los programas de
estudio emitidos por la Direccién General de Bachillerato (DGB), ha venido
realizando la elaboracién del material didactico de apoyo para nuestros
estudiantes, con el fin de establecer en ellos los contenidos académicos a
desarrollar dia a dia en aula, asf como el enfoque educativo de nuestra Institucion.

Es por ello, que actualmente, se cuenta con los moédulos y guias de aprendizaje
para todos los semestres, basados en los contenidos establecidos en la Reforma
Curricular 2005. Sin embargo, de acuerdo a la reciente Reforma Integral de
Educacion Media Superior, la cual establece un enfoque educativo basado en
competencias, es necesario conocer |0s fines de esta reforma, la cual se dirige a
la totalidad del sistema educativo, pero orienta sus esfuerzos a los perfiles del
alumno y profesor, siendo entonces el camino a seguir el desarrollo de las
competencias listadas a continuacién y aunque éstas deberan promoverse en
todos los semestres, de manera mas precisa entrara a partir de Agosto 2009, en
el primer semestre.

Competencias Genéricas

CATEGORIAS COMPETENCIAS GENERICAS

1. Se conoce y valora a sf mismo y aborda problemas y retos

|. Se autodetermina teniendo en cuenta los objetivos que persigue.

y CUEEEEE 2. Es sensible al arte y participa en la apreciacién e interpretacion
de sus expresiones en distintos géneros.
3. Elige y practica estilos de vida saludables.
Il. Se expresay 4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos
comunica contextos mediante la utilizacion de medios, cddigos vy

herramientas apropiados.

5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a
partir de métodos establecidos.

[ll. Piensa critica'y

: 6. Sustenta una postura personal sobre temas de interés
reflexivamente P P y

relevancia general, considerando otros puntos de vista de manera
critica y reflexiva.

IV. Aprende de 7. Aprende por iniciativa e interés propio a lo largo de la vida.
forma auténoma

V. Trabaja en forma | 8. Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos.
colaborativa

9. Participa con una conciencia civica y ética en la vida de su

VI. Participa con comunidad, regién, México y el mundo.
responsabilidad en 10. Mantiene una actitud respetuosa hacia la interculturalidad y la
la sociedad diversidad de creencias, valores, ideas y practicas sociales.

11. Contribuye al desarrollo sustentable de manera critica, con
acciones responsables.




Competencias Disciplinares Basicas

Matematicas

1. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacién de
procedimientos aritméticos, algebraicos, geométricos y variacionales, para la
comprension y andlisis de situaciones reales, hipotéticas o formales.

2. Formulay resuelve problemas matemaéticos, aplicando diferentes enfoques.

3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos y
los contrasta con modelos establecidos o situaciones reales.

4. Argumenta la solucién obtenida de un problema, con métodos numéricos, gréficos,
analiticos o variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de las
tecnologias de la informacién y la comunicacion.

5. Analiza las relaciones entre dos o més variables de un proceso social o natural para
determinar o estimar su comportamiento.

6. Cuantifica, representa y contrasta experimental o matematicamente las magnitudes
del espacio y las propiedades fisicas de los objetos que lo rodean.

7. Elige un enfoque determinista o uno aleatorio para el estudio de un proceso o
fenémeno, y argumenta su pertinencia.

8. Interpreta tablas, gréficas, mapas, diagramas y textos con simbolos matematicos y
cientificos.

Competencias docentes:

1. Organiza su formacién continua a lo largo de su trayectoria profesional.

2. Domina y estructura los saberes para facilitar experiencias de aprendizaje
significativo.

3. Planifica los procesos de ensenanza y de aprendizaje atendiendo al enfoque
por competencias, y los ubica en contextos disciplinares, curriculares y
sociales amplios.

4. Lleva a la practica procesos de ensefanza y de aprendizaje de manera
efectiva, creativa e innovadora a su contexto institucional.

5. Evalla los procesos de ensefianza y de aprendizaje con un enfoque
formativo.

6. Construye ambientes para el aprendizaje autonomo y colaborativo.

7. Contribuye a la generacién de un ambiente que facilite el desarrollo sano e
integral de los estudiantes.

8. Participa en los proyectos de mejora continua de su escuela y apoya la
gestion institucional.




Uno de los avances mas importantes en la historia
de las Matematicas, fue la aportacion de René
Descartes, quién apoyado en los hombros de otros
grandes personajes de la historia, como Euclides,
Diofanto, Apolonio de Perga, Francois Vieta, etc. dio
el paso decisivo para vincular la geometria con el
algebra y Ssu representacion en un plano
cartesiano, lo que permitié llegar a la abstraccion de
conceptos que anteriormente estaban anclados a lo
concreto. Esto fue el detonante de grandes avances
y descubrimientos en la mayoria de las ciencias.

Unidad 1

Sistema de ejes
coordenados

Objetivos:

El alumno:

Resolvera problemas tedricos o practicos
del sistema de ejes coordenados,
mediante la investigacion de gréficas en
los que se representen coordenadas
cartesianas de un punto y lugares
geométricos que abarguen situaciones
practicas de su entorno fisico, para
familiarizarse con la traduccion del
lenguaje grafico al lenguaje verbal;
asociando la aplicacion de los conceptos
basicos sobre rectas, segmentos vy
poligonos, en la construccion de
modelos matematicos que faciliten el
planteamiento de la situacion;
contribuyendo a favorecer un ambiente
escolar colaborativo y responsable.

Temario:

1.1. Coordenadas cartesianas de un
punto.
1.1.1  Ejes coordenados.
112  Lugares geométricos.
1.2. Conceptos basicos sobre rectas,
segmentos y poligonos.
1.2.1.  Segmentos rectilineos.

1.2.2. Rectas.
1.2.3. Poligonos: éreasy
perimetros.
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'I COORDENADAS
. » CARTESIANAS DE UN PUNTO

1.1.1. Ejes coordenados.

‘Mientras el algebra y la geometria toman caminos distintos, su
avance fue lento y sus aplicaciones limitadas. Pero cuando las dos
ciencias se complementaron, se contagiaron una a la otra de
vitalidad, y de ahi en adelante marcharon con ritmo rapido hacia la
perfeccion.”

Joseph — Louis Lagrange

La geometria fue una aportacion de la cultura griega para la humanidad. Por otra
parte, tenemos el algebra como la principal aportaciéon de la cultura arabe; la
primera de ellas, avanzé muy poco desde el final de la era griega hasta la edad
media, en la primera mitad del siglo XVII; es con René Descartes, en su tratado
“El Discurso del Método” publicado en 1637, que se logré un paso importante en
esta ciencia; hizo época. En este trabajo se presenta una unién entre la
geometria y el algebra al demostrar cémo aplicar los métodos de una en la otra,
dando de esta forma el fundamento de la geometria analitica, en la que se
representan figuras, pero utilizando expresiones algebraicas.

Si quisiéramos establecer una definicion sobre la Geometria Analitica, dirlamos
que es la rama de la geometria en la que las figuras (lineas rectas, curvas y
figuras geométricas) se representan mediante expresiones algebraicas vy
numeéricas, para ello se utilizan un conjunto de ejes y coordenadas.

Pero, {qué son las
coordenadas?

En la vida actual, es muy comun que utilicemos las direcciones para dar con un
lugar en especial, pues bien, cuando hacemos esto estamos estableciendo una
coordenada (ubicacion), para ello tenemos como referencia los nombres de las
calles y el nimero de la direccion; en Matematicas también establecemos una
referencia que nos indica la posicidn que tiene una figura dentro de un contexto.
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CALLE NAYARIT

CALLE VERACRUZ

[

MEJDRAL

ZANYA 377D
YIONINEYD 3T71VvD

YIHOS X1Nad

CALLE TAMAULIPAS NORTE

En el plano anterior, si nos pidieran localizar la direccion de la Farmacia Mejoral,
por la calle Veracruz entre Félix Soria y Calle Garmendia, contarfamos como
referencia con los nombres de las calles para localizarla, y no tendriamos
problema alguno para ubicarla. En términos generales seria sumamente facil dar
con esta direccion, de esta manera se obtendrian unas coordenadas.

Los sistemas de coordenadas, son precisamente el parametro que nos dara la
referencia para la localizaciéon de puntos o figuras, el primer sistema de
coordenadas que se utilizd fue el sistema de coordenadas lineal, que en su
forma mas simple contiene una recta que se dividid en varios segmentos,
iguales, a los cuales se les asigné un valor numérico, como a continuaciéon se
senala:

7 6 5 4 3 2 1 o 1 2 3 4 5 6 7

Para senalar un punto dentro del sistema de coordenadas lineal, basta con
marcar el punto en el lugar deseado y posteriormente indicar su posicién con
una letra (generalmente mayuscula), acompafada de un nimero que nos indica
la posicion que tiene dentro del sistema de coordenadas.

13
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En este sistema de coordenadas tenemos sefalados algunos puntos con sus
coordenadas para que veamos como se localizan y sefialan cada uno de ellos,
sin ningun problema.

Pero ésera suficiente un sistema de coordenadas como éste,
para localizar cualquier figura que nos podamos imaginar?

Al responder dirfamos seguramente NO, ya que sélo pueden localizarse figuras con
formas de linea recta o puntos, pero otro tipo de figura no es posible hacerlo, pues
no se apreciarfan con claridad.

Como el sistema de coordenadas lineal no es suficiente, se presento el sistema
de coordenadas rectangulares, también conocido como plano cartesiano, que
consiste en trazar dos rectas numéricas perpendiculares entre si, haciendo
coincidir el punto de corte con el cero comun, obtenemos un sistema de ejes
coordenados rectangular donde se forman cuatro regiones, que llamaremos
cuadrantes vy, para identificarlos, los vamos a enumerar del 1ro. al 4to.
cuadrante.

2do. Cuadrante 1er. Cuadrante
(':+) 1 (+1+)

Eje de las “Y” o Eje -1
de las ordenadas

Eje “X” o Eje de
1T las abscisas
) | | | | | | | I | | | | | | >
[ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ +
3er. 4to.
Cuadrante T Cuadrante

() —+ (+)

A los segmentos de rectas les llamaremos ejes coordenados, para identificarlos
mejor, al eje horizontal le llamaremos eje X o eje de las abscisas; al eje vertical le
llamaremos eje de las Y o eje de las ordenadas.

Los ejes coordenados los vamos a dividir en pequenos segmentos, de manera
similar a la recta numérica, como lo indica la figura anterior.

Ubicacién de un Punto por sus Coordenadas
Ahora bien, para localizar un punto en el sistema de coordenadas rectangulares

procedemos de manera similar a como lo hicimos en la recta numérica, pero en
este caso vamos a hacerlo con ambos ejes, y para nombrar a un punto, lo
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haremos utilizando un par ordenado de nimeros que nos van a indicar cual es la
posicidn que tiene con respecto a los ejes coordenados.

Ay
)
14
e A(3,2)
—2--------- ] ’
L1 i
e Sy s
76 5 4 3 2 - 1254 54»7
T | X
T e
B(-2-3) &------ BRI -
C(6,-3)
_1 -4
Ademas del sistema de coordenadas rectangulares existen también otros tipos
de sistemas de coordenadas como son: las polares, las geograficas y las no
rectangulares, varios puntos para recordar plenamente cémo se hace.
eje y EJERCICIO 1
6
A B C D E 2%
5 N
F G H | J
4
K L M N 0
3
IP Q R 5 T
2
U v W x Y
1
Z
0
1 2 3 4 Seje x

1. Escribe un par ordenado de nimeros para indicar las letras del alfabeto;
basandote en el ejemplo.

A B C D E F G H | J K L M

0.5)

N @) P Q R S T U V W X yA

15
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TAREA 1

A
S

Pagina 47.

EJERCICIO 2

N

16

2oozTem

w

NN —

a b~ W
— ==

>

Usa los pares ordenados de nimeros para formar las siguientes palabras
Fiesta

Primavera

Vacaciones

Matematicas

MuUsica

Descifra las siguientes palabras generadas por los siguientes pares de
numeros.

(1,2),(3,3),(1,4). (2, 1), (42)

(2,2), (4.4), (3,1), (0, 4)
(1,3).(3,3). 3,1
(0.0),(1,0), (0, 4)
0.1).(1,2),(0,0). (2, 2), (0. 4)

Encuentra las figuras que se generan al unir los puntos siguientes en el
planoy elabora la grafica: 1) (-2, -3), (-1, 0), (0, 3), (1, 6), (2,9).
2) (-2,4),(-1,1),(0,0),(1,1), (2,4).

Una persona parte del origen y camina 3 Km. hacia el Oeste, se detiene y
camina 5 Km. hacia el Norte, enseguida 7 Km. hacia el Este y finalmente,
8 Km hacia el Sur. Escribe las coordenadas del punto final de su recorrido.
{Podrias decir a qué distancia se encuentra del origen”?

1.1.2. Lugares geométricos.

Los puntos que graficaste y localizaste anteriormente son puntos escogidos al azar.
Ahora veamos una situacion de conversion de temperaturas de diferentes escalas,
donde observaras los puntos graficados. Para convertir grados Centigrados a
grados Fahrenheit se utiliza la féormula:

F=9C+32
5
Completa la tabla y grafica los puntos obtenidos.

I iNEEEEEEESERREE
B B R A A A R el st h R o
| | | | | | | | | | | | | | |
Cig | Fiy RoOpE b
0 az T T
10 Fr -+t t+t- -+ "+ -t -+ttt -t -t -+ +
20 I O S S S S
s el b
s B R
140 P80t -ft-F-4 -t -t -t-F- -t -+ F 1
g IO S S O S O N O S |
50 IR S S A S S SO A
194 | | | | | | | | | | | | | | | |
100 I RO T S At S S A A A B

A A SO SO i I I i U AN At S
-20 | 20 40 60 80 100120140160180200220240260280300
F20r - ft-t- -+t -t - ft-F- - -ttt
IS L O O O N O S|
O R S S O S |

Si observas la gréfica, estos puntos siguen un comportamiento lineal generado por
una condicién dada por la ecuacion.
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¢Qué es un lugar geométrico?

Es el punto o conjunto de puntos para los que se [ ey

cumplen las mismas propiedades geométricas y | | R

que se puede expresar en forma verbal, en forma | | L
‘s e | | | | | | |

de una ecuacion, en forma grafica o de una tabla . VR
de valores. [ N L

- Bt e W et e o

T - TEERNL URN

or ejemplo: - X
| SNy

Una circunferencia es el lugar geométrico que

: gar g el 76 23 4p 67
describe un punto que se mueve en el plano, detal | 1" | T
manera que se conserva a la misma distancia de | | I
un punto fijo llamado centro, cuya ecuacion puede L +‘ +‘ | £l ‘+ ‘+ ‘+

serx? + y? =25, ysu gréfica es: ] <

-t B i e el s s M

- R

- R

La bisectriz de un angulo es el lugar geométrico de un punto que se mueve en una
recta, de tal manera que se conserva a la misma distancia de los lados del angulo
como se muestra en el dibujo.

Bisectriz

En el estudio de la Geometria Analitica se nos presentan dos problemas bésicos,
que son inversos entre sf:

Dada una ecuacion, determinar el lugar geométrico que representa, es decir,
trazar la grafica correspondiente.

Dado un lugar geométrico definido por determinadas condiciones, hallar su
ecuacion matematica.

Al conjunto de los puntos cuyas coordenadas satisfacen una ecuacién o son
soluciones de ésta se le llama gréfica de una ecuacion.

17
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Para graficar una ecuacion se recomienda seguir los siguientes pasos:

Primero: Determinar las intersecciones con los gjes.

Interseccién Interpretacién grafica Procedimiento
a¥
Para determinar la interseccién con
—_ el eje x hacemos y = 0 vy
sustituimos en la  ecuacion
Con el gje x obteniendo el valor de x (a).
@ 0
X
¥ Para determinar la interseccion con
@, b el eje vy, hacemos x = 0
sustituimos en la  ecuacion
obteniendo el valor de y (b).
Conelejey
T

18
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Segundo: Buscar simetrias respecto al origen y a los ejes.

Simetrias

Interpretacion gréfica

Procedimiento por realizar

Respecto al eje x

a¥

'“‘-._\_,_,—'-"'_'-'-ﬂ-ﬂ-ﬂ-

La sustitucion de y por -y no
produce cambios en la ecuacion
original.

r_'x- _Y}K

X
(%, ¥)
e
(% yi#----—---- (% ¥ La sustituciéon de x por —x no
Respecto al eje y produce cambios en la ecuacion
»x | Original
a¥
Respecto al origen oy La sustitucion simultanea de y por
! -y y X por —x no altera la ecuacion
L7 original
- hx

19
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Tercero: Tabulacion de valores.

N

Para tabular, tal como se vio en mateméticas 1, asignamos algunos valores a "x” vy

w1

obtenemos el correspondiente valor de "y,

Determinando  primeramente  cuéles

valores se le pueden asignar, cuidando que no queden raices de ndmeros negativos o
divisiones entre O, es decir, el dominio.

Para ejempilificar lo anterior, tomaremos la ecuacion y = 4 —x°y la graficareros segin
el procedimiento anterior:

Primero: Intersecciones con los gjes.

Procedimiento

Interpretacion gréafica

Interseccion

Para determinar la interseccion con
el eje x hacemos y = 0 y sustituimos
en la ecuacion obteniendo el valor de
X (a). Veamos el ejemplo:

0=4-%
-4 =- X2

4=x
JA =Ax?
12 =X
Por lo tanto, encontramos los puntos

(2, 0) y (-2 ,0) que aparecen en la
grafica.

Con el gje x

Para determinar la interseccion con
el eje y, hacemos x = 0 sustituimos
en la ecuacion obteniendo el valor de
y (b). En el ejemplo:

y:4_
y=4

por lo tanto, tenemos el punto (0, 4)

+ o+ + + + o+ + + +
+ o+ o+ +y Fo+ + + + 0+
+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+
+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+
+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+
+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+
+ o+ o+ o+ ok o+ o+ o+
+ o+ o+ o+ ok o+ o+ o+
+ o+ o+ o+ ok o+ o+ o+
+ o+ o+ o+ ok o+ o+ o+
+ o+ o+ o+ ok o+ o+ o+
4 4
+ o+ o+ o+ ok o+ o+ o+
+ o+ o+ o+ ok o+ o+ o+
+ o+ o+ o+ ok o+ o+ o+
o+t ¥ o+ + + +
+ o+ o+ +y o+ o+ o+
+ o+ o+ o+ o+ o+
+ o+ o+ o+ o+ o+
+ o+ o+ o+ o+ o+
+ o+ o+ o+ o+ o+
+ o+ o+ o+ o+ o+

+ o+ o+ o+ o+ o+

+ o+ o+ o+ o+ o+

+ o+ o+ o+ o+ o+
4

+ o+ o+ o+ o+ o+

+ o+ o+ o+ o+ o+

+ o+ o+ o+ e

Conelejey

20




Sistema de ejes coordenados

Segundo: Simetria respecto a los ejes y al origen.

Simetrias Interpretacion gréafica Procedimiento por realizar
L "t D La sustitucién de y por —y no produce
+ o+ + o+ o+ o+ + o+ o+ o+ . . s ..
cambios en la ecuacidon original.
+ o+ + + + o+ + o+ + o+ . i
. + + + + + + + + + + + + + + Veamos eI ejemplo'
Respecto al eje x
o+ o+t oo o+ o+ o+ y=4-X2
o+ o+t o+t LR S S S S -y :4_)(2
+ o+ + + + o+ + o+ + o+ y:_4 +X2
+ o+ + + + o+ + o+ + o+
+ o+ + + + o+ + o+ + o+ .z P .
e Como la ecuacion original cambia, la
. . grafica no es simétrica con respecto al
+ o+ + + + o+ tor ottty eje X.
+ o+ o+ + ot + o+ + o+t
+ + o+ + o+ + o+ + o+ o+
[ La sustitucién de x por —x no produce
+ + o+ F + 4+ o+ o+ o+ o+ . . s I
cambios en la ecuacion original.
+ + + + + + + + + + + + + +
+ + + + + + + + + + + + + +
+ + + + + + + + + + + + + + y=4-X22
=4 —(-
. L A + + + + + + + y ( X)
ReSpeCtO al eey o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ y:4 - X2
+ + + + o+ + o+ + + + + + o+ o+
L A B Como la ecuacion original no se
LR S S S A S S S S altera, la grafica es simétrica respecto
+ + + + + + + + + + + + + + a| eje y.
T s Tt T T T T T X | Esta informacion nos da una idea de
+ + + + + + + + + + + + + + . . g
cémo es la grafica de la ecuacion.
+ + + + + + + + + + + + + +
[ 0 La sustitucion simultanea de y por —y
+ + + + o+ F + o+ + o+ o+ . g
y x por —x no altera la ecuacién
+ + + + + + + + + + + + + + ..
original.
. + o+ + + o+ o+ o+ + o+ + o+ o+ _ X2
Respecto al origen (R y=4- )
o+ o+ o+ o+ o+t +oF o+ o+ o+ o+t y =4 - (-X)
+ + + + + + + + + + + + + + 'y=4 = X2
o+ o+ o+ o+ o+t L y=-4 + X2
+ o+ + + o+ o+ o+ + o+ + o+ o+
SR SR S Como la ecuaciéon cambia, la grafica
LR T T S A no es simétrica respecto al origen.
+ o+ + + o+ o+ o+ + o+ + + o+ o+ +X
+ o+ + + o+ o+ o+ + o+ + o+ o+
+ + + + + + + + + + + + + +
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TAREA2 |

Y

Pégina 49.

EJERCICIO 3

%7

22

Tercero: Tabulacion y = 4 — x*

X Y .- Jd__Jd_d._d_-_1_4. . —d-cdod.-d--d_-a-_]
e R e I i ot e L e TR R T
_3 _5 _ |.-|--|- |--|--|- |- . . -l- |.- |--|- |---
SRR i iy (o 4}‘. I
I S I B e T EEY P AR R T AR
—2 O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
U | [ R [ N [ U
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 3 B e e I
R D [ [ I R PN [ -
AR ol oy i W ) R a
0 4 I T T T i PR
—T—TT1 T —T—T1
— N R AEEERREEX
e el L R EELEE T
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 0 St A A i
1 1 1 1 1 1 1 1 1
_——t - d - - . U PR [ [ -
1 1 1 1 1 1 1 1
3 -5 d._d__1._1 ST S JON T N
Voo : I
S s e A e
P AN (S B | J__J_J__,.‘?___I Jdo_ Ao d__1_ 1 _

Observa tanto en los valores de la tabla como en la grafica de la ecuacion, la

simetria con respecto al eje “y

1.

[TRg1]

Construye una tabla de valores y representa graficamente las soluciones de la
ecuacion x -y = 2,

Se considera la ecuacion 3x - 4y = 12.
a) Representa graficamente todas sus soluciones.

Encuentra (si las hay) las intersecciones con los ejes de cada una de las
siguientes ecuaciones:

a)2x+y-10=0 Db)25x+ H?-225=0 C)y-x¥*+x+2=0 d)x=-y=0

Determina si la grafica de las siguientes ecuaciones es simétrica respecto al eje
X, ejey o el origen:

ax+2y-8=0 Db)2y)+x-5=0 )X +4y-4=0 dy=x

Grafica las siguientes ecuaciones:

a)y =3x-2 b)y = ++/36 - x° C)4C+ 9y =36 d)xy=1

¢Cudl es el lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su
coordenada x es siempre igual a 47

¢Cuél es el lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su
coordenaday es siempre igual a 27




Sistema de ejes coordenados

-'I CONCEPTOS BASICOS
. » SOBRE RECTAS, SEGMENTOS
Y POLIGONOS

1.2.1. Segmentos Rectilineos.

Segmento rectilineo o simplemente segmento, es la porcibn de recta
comprendida entre dos de sus puntos que se llaman extremos, o bien uno
origen y otro extremo. Los extremos de un segmento forman parte del mismo.
Un segmento de extremos Ay B se designa AB.

Segmentos dirigidos y no dirigidos

Si en una linea recta, tomamos dos puntos A y B, ellos nos determinan un
segmento de recta que podemos designar por AB o BA.

Al conjunto de puntos que se encuentran entre los extremos A y B incluidos
estos, forman el segmento AB.

B B

A A

Fecta gue contiene Segmento AB
al segmento AB

Cuando a los puntos de un segmento se les indica un orden (por ejemplo desde
A hacia B) donde A es el punto inicial y B el punto final se conoce como

segmento de recta dirigido AB

B =

A A

Segmento dirigido AB Segmento dirigidaﬁ

La longitud de un segmento dirigido se considera positiva, si su signo es positivo
en su notacion (AB) y el sentido opuesto sera de longitud negativa (BA). Es decir,
si la longitud de AB es positiva entonces BA tendra que ser negativa:

AB = -BA

Segmento no dirigido: es aquella porcién de recta denotada por AB, donde
Unicamente se considera su tamafio (longitud) sin importar su direccién o
sentido.

23



Matematicas Il

Concluyendo, podemos establecer que:

Segmento Interpretacion gréafica Notacion Equivalencia
No dirigido A B AE p BA AE = BA
Dirigido A E = s -

. » AB AB = —BA
Dirigido A B — — —
4 . BA BA = - AB

24

Longitud de un segmento y distancia entre dos puntos

Para calcular la longitud de un segmento, necesitamos determinar la distancia y
el sentido en que ésta se recorre, por lo tanto, la longitud de un segmento puede

tener un valor positivo 0 negativo y la distancia sera el valor absoluto |AB| de la
longitud.

El valor absoluto nos indica que todas las distancias entre dos puntos son
mayores o iguales a cero. Las distancias no pueden ser negativas.

Dados dos puntos Ay B donde se conocen sus coordenadas x; y X,

Ly ? ':3':2:'
p B

A I

AB=A0- OB pero
AO = - O4 entonces

AB=- OA- AB
AB="-Xx - Xx,
AB=Xx, - X

De la misma manera podemos establecer que BA =X - X2,

En general, la longitud de un segmento dirigido se obtiene restando la
coordenada del punto final de la coordenada del punto inicial.

La distancia de los puntos se define como el valor absoluto de la longitud del
segmento, es decir:

d=|AB = BA
4 A
d=‘x2 —x1‘ :‘x1 _Xz‘ (¥al
Este resultado se puede aplicar también al eje vertical ejemplo:
|:|__
d=|AB = BA
(¥i1¢ B
d= ‘Y2 - Y1‘ = ‘Y1 - YQ‘
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1) Dibuja una recta numérica horizontal y localiza, en ella, los puntos A(4), B(9),
C(0), D(2), E(B) y F(/2),

2) Representa en la recta numeérica los siguientes nimeros racionales:

a) 32 b72 o-12 d) -5/2

3) Obtén las distancias: d(AB), d(AC), d(AD), d(AF), d(BC), d(CD), d(CE) y
d(DF).

4) Dibuja una recta numérica vertical y localiza los puntos P(5), Q(-2), R(3.4) y
0(0).

5) Obtén las distancias: d(PQ), d(RQ), d (OR), d(PO).

6) Dibuja el plano cartesiano, grafica los puntos A2, 4), B(7, 4), C(-3, 5) vy
D(-3, -6).

7) Calcula la distancia entre los puntos AB y CD.

8) La coordenada del punto P es y, = -3. Se sabe que el punto Q se encuentra a
una distancia de 5 unidades de P. ¢Cuédl es la coordenada de Q? (Dos
respuestas).

Distancia entre dos puntos

Las longitudes de los segmentos que hemos calculado anteriormente, tienen
que ver Unicamente con la distancia entre dos puntos de un segmento de recta,
colocado de una forma horizontal o de una forma vertical, veamos ahora qué
sucede cuando este segmento de recta tiene una colocacion distinta en el plano
cartesiano. Observa la gréfica:

B

o

-4 dg]

]

|yl 23455 }

.-J_.-.J__,E__-J--J--J--J--J--J d.-

¢Podrias sugerir un procedimiento para calcular el valor de la distancia entre los
puntos Ay B?

En la gréafica observamos que las proyecciones de los puntos a los ejes forman

un triangulo rectangulo, cuya hipotenusa coincide con el segmento AB 'y
recordando gue la hipotenusa de un triangulo rectangulo se puede calcular con
la raiz cuadrada de la suma del cuadrado de cada uno de sus catetos como
sigue:
2 - 2 2

=a - b

d(40)’ +d(0B)

9

d(4B)

EJERCICIO 4

&7
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EJERCICIO 5

26

Como anteriormente vimos que

d(AO)? = ‘xz —xl‘z y d(OB)= ‘yz - yl‘z entonces la distancia de AB queda

d(AB) = |x, = x,|” +[y, =

d(AB) = \/(x2 - X, )2 + (),2 -y )2 P Férmula general para encontrar

‘ 2

la distancia entre dos puntos

Asi obtenemos la distancia entre los puntos Ay B.

S(AB) - J7-12 +(B-2)

dap) = 167+ 6
aiag) — 36+ 36
daB) = 72y

INSTRUCCIONES: Aplicando la férmula anterior, resuelve los siguientes
gjercicios.

1.

Grafica los puntos cuyas coordenadas son: A(-2, 6) B(-3, -7), C(

D(5,7),E(1, 4)
Calcula las distancias entre los puntos:

).

w | N
w |,

a) AyB
b) CyD
o) AyE
d) ByD

Si A(—1,—1,0) y B(k,—2,2), écuales dos valores puede tomar k para que
d(A,B)=37?

Demuestra que al unirse los puntos A(3,8), B(-11,3) y C(-8,-2), forman un
triangulo isésceles.

Demuestra que los puntos G(-3,-2), H(5,2) e 1(9,4) son colineales.

Demuestra que los puntos J(2,4), K(6,2), L(8,6) y M(4,8), son los vértices de
un paralelogramo.

Obtén las areas del triangulo rectangulo del punto 2 y del paralelogramo del
punto 4.

Si la distancia entre el punto A(-3,6) y B(3,Y), es igual a 10 unidades, obtén la
coordenada faltante.

Obtén las coordenadas del punto que esté ubicado a la misma distancia de
los puntos A(1,7), B(8,6) y C(7,-1).
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Division de un segmento en una razén dada.

Para abordar este tema empezaremos con un pequefo problema que se le
presenta a un arquitecto, que tiene que construir una escalera inclinada en un
espacio de 2.5 m. de largo por 1.5 m. de altura. La escalera debe tener 6
escalones con la caracteristica de que las medida de las plantillas sean iguales
(anchoy alto), como lo muestra la figura.

15 m

25 m

, . a
La razén la podemos representar algebraicamente como r=— ; donde a

representa la parte recorrida en el segmento de recta y b representa las partes
que faltan por recorrer como lo muestra la figura

A P
| a | b B

, AP -
De donde la razén la podemos expresar como r:@ si observas la grafica

siguiente cuando el punto P esta exactamente a la mitad del segmento, tenemos
. AP .
entonces que la razén esta dada como r=@ pero AP es igual a PB, por lo

tanto,r =1

A P
. a b °

Luego tenemos los siguientes ejemplos de divisién de un segmento en una
razén dada:

Colocacion de Puntos P Valor de la razén r
AP
A R P B "TpPB 2
1 | | |
I T T 1 AP
['2 =72 _ g =2
P,B 1
A F'If F:'-!‘ B P3 rS:LPS:i:—4
: : I : i PB  —1

Observa que el valor de la razén puede determinar la localizacion del punto que
divide a un segmento o viceversa.

27
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EJERCICIO 6

%7

EJERCICIO 7

%7
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INSTRUCCIONES: Realiza el siguiente ejercicio y comprueba los resultados con

t tus comparieros.

1. Siun segmento AB se divide en cuatro partes; écual es la razén para cada
punto?

2. Siun segmento AB se divide en cinco partes; écual es la razon para cada
punto?

Si las ideas anteriores las trasladamos a un sistema de coordenadas,
observamos las coordenadas del punto P (x, y) que se ubica en la division del
segmento de la siguiente manera:

4| B(x, %)
P(x ¥) LY
[ )(2—)(
ey | N
A (x7.Y7) '/x— % ~

Siendo triangulos semejantes sus lados son proporcionales, por lo tanto
tenemos:

’,_ﬁz(x_xl) - ¥ -n

PB  (x,—x) »n-»
De donde despejamos x y y obteniendo las coordenadas del punto P (X, y) en
unarazén r dada.

X_X1+rx2 y_Y1+WQ
1+r 1+r1

Veremos el caso especial cuando la razén es igual a uno, es decir, el punto P(x,
y) estd colocado exactamente en la mitad del segmento, entonces las
coordenadas anteriores, se convierten en coordenadas del punto medio.

+ +
P (v )= X2 Tt h
0 z Z 0

INSTRUCCIONES: En forma grupal deduce la formula para encontrar el punto
medio de un segmento.




Sistema de ejes coordenados

Ejemplo: Encuentra el punto que divide al segmento AB formado por los puntos

A (5,2)y B (2, 5) en una razéon r=%.

Las coordenadas de este punto las podemos encontrar utilizando la férmula
original o la ecuacién despejada.
_ XX
}/' _—
X, =X

I _x-5

2 2-x
2-x=2x-10

-3x=-12

x=4

De la misma manera para encontrar la coordenada y realizamos la misma
operacion.

=)

(v, =)
1 _y-2
2 5-y
5- 2y=12y-4

-3y=-9

y =3

=

Asf las coordenadas del punto P (x, y) que divide al segmento AB en una razén
1
r=—sonP(4,3)
2

Ahora érecuerdas el problema de la escalera planteado al principio del tema? Un
arquitecto tiene que construir una escalera inclinada en un espacio de 2.5 m. de
largo por 1.5 m de altura. La escalera debe tener 6 escalones con la
caracteristica de que las medidas de las plantillas deben ser iguales (ancho vy
alto). Como lo muestra la figura. Ahora lo resolveremos aplicando el concepto de
razén y division de un segmento.

1.5 m

28 m
Si queremos obtener las dimensiones del primer escalén y tomando la definicién
. a . . 1 . .
de razon r:B tendriamos que la razén es 5 Y si queremos trabajar con el

ultimo escaldn la razén seré 5.
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Para resolver el problema, tomaremos la razén igual a 5 y las coordenadas de
los puntos como lo muestra la figura.

B.iu}‘
2
1.5 m
25 m 5 X'
2
o+s2H 28
_ X Xy _ 0 2 _ 25
1471 1+5 6 12

Para encontrar lo ancho de la plantilla restamos a la distancia total el valor,
calculado por la coordenada que se encontré que se muestra en la figura.

BJL}‘
H
15 m
56m 25 § X
12 2
025 _0416m
2 12 12

De la misma manera para encontrar la altura de la plantilla, tomamos las

. 3
coordenadas en y, y transformamos 1.5 m a racional = Py

215
1+r 145 6 12

Igual para encontrar la altura de la plantilla, restamos a la distancia total el valor

calculado.
gfzny
1592
18m
56m 25 5§ X
12 2
3153 1 oosm
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De los célculos anteriores tenemos entonces las medidas de cada escalon, que
deben ser 0.416m de ancho por 0.25 m de alto.

Instrucciones: Realiza en equipo los siguientes ejercicios elaborando sus graficas
correspondientes en cada caso y en forma grupal comprueba los resultados con
ayuda de tu maestro.

1. Obtén las coordenadas del punto que divida al segmento determinado por los
puntos A(1,7) y B(6,-3) en larazénr = 2/3.

2. Obtén las coordenadas del punto que divida al segmento determinado por los
puntos: C(-2,1) y D(3,-4) en la razdn r = -8/3.

3. Obtén las coordenadas del extremo B del didmetro de una circunferencia cuyo
centro esta ubicado C(-4,1) y que ademas tiene como extremo el punto A(2,6).

4. Obtén las coordenadas de dos puntos que dividan en tres partes iguales al
segmento determinado por A(3,-1) y B(9,7).

5. Las medianas de un triangulo se cortan en un punto P, llamado Baricentro,
situado de los vértices a 2/3 de la distancia de cada uno de ellos al punto
medio del lado opuesto. Obtén las coordenadas del baricentro de un triangulo
cuyos Vértices tienen las coordenadas A(X,,Y;), B(X,,Y,) y C(X,,Ys).

6. Encontrar la razén “r” en la que el punto P(4, 2) divide al segmento A(-2, -4) y B
(8, 6).

7. Encontrar el punto medio de cada uno de los lados del triangulo P(-2, 5), Q (6,
1)yR (4, -5

1.2.2. Rectas.

La recta es, probablemente, la figura méas familiar y utilizada en geometria, ya
que se puede observar en casi todo lo que nos rodea. Existe una gran cantidad
de problemas que pueden modelarse por medio de rectas o aproximaciones a
éstas. En este tema veremos como medir la inclinacion de una (qué tan
“inclinada” esta una recta), empleando para ello su angulo de inclinacién y su
pendiente, ya que ésta se emplea en la solucién de problemas en Calculo,
Fisica, Economia, etc. Veremos también cémo poder determinar cuando dos
rectas son paralelas o perpendiculares y qué condiciones deben cumplir sus
pendientes para ello.

Angulo de inclinacién y pendiente de una recta.

Para definir el concepto de pendiente debe conocerse, primeramente, lo que se
entiende por angulo de inclinacion.

Podemos decir que dos rectas como las mostradas en las siguientes figuras
estan inclinadas.

EJERCICIO 8

&7

31
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La inclinacién de una recta se mide respecto al eje X y lo hacemos por medio de
un angulo expresado en grados, minutos y segundos (°,’,”). Como siempre que
se cortan dos rectas se forman cuatro angulos, hay que establecer cual de los
cuatro es el que llamaremos angulo de inclinacién (8) y una vez hecho, los otros

tres se pueden deducir a partir de él.

Se llama angulo de inclinacion de una recta (8), al angulo formado por dicha
recta y el extremo positivo del eje X y se mide desde el eje hasta la recta,
siguiendo el sentido contrario al de las manecillas del reloj.

YA

Donde 6 es
el angulo de
inclinacion

(Obsérvese que el eje Y no se toma en cuenta)

r

Siunarecta es horizontal, 6 =0° ¢ 6 =180°.

¥

Siunarecta es vertical, 6 =90° ¢ 6 =270°

¥

g =90




Sistema de ejes coordenados

El valor del angulo de inclinacién de una recta varia entre 0° y 180°, esto es:
0°: 6+ 180°

NS

L4

Una vez visto lo que es el angulo de inclinaciéon de una recta, veremos lo que es
su pendiente, ya que en la mayoria de los problemas se utiliza més el valor de la
tangente del angulo de inclinacion que el angulo mismo.
Se llama pendiente de una recta a la tangente de su angulo de inclinacién. La
pendiente de una recta la representaremos con la letra m, por lo tanto podemos
escribir:

m =tanb

Por ejemplo, si el angulo de inclinacion de una recta es 6 = 45° , el valor de su
pendiente es igual a 1 (positivo).

m=tan6 =tan45° =1
Perosi 6 =135°, el valor de su pendiente es -1 (negativo), ya que:

m=tan6 =tan135°=-1

v ¥

g |=45" A =13&°
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En general, podemos hacer las siguientes afirmaciones:

SiBesagudo (0° <0 <90, la
pendiente de la recta es positiva ¥ tr =0
(m>0).

Si 8 es obtuso (90°<B< 180°) la v
pendiente es negativa (m< 0). m=0

SiB = 0°06180° larecta coincide b =
o es paralela al eje X (m = 0).

¥ su pendiente no
Si 8 = 90°, la recta coincide o es ecta definida
paralelaalejeY (m = « 6 no
existe).
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Si no sabemos el angulo de inclinacion de la recta, pero conocemos dos puntos
por los que pasa A(xy, Yy) Y B(x,, ¥»), podemos obtener el valor de la pendiente m
utilizando la definicion de tangente de un angulo, es decir:

cateto opuesto -
m=tanf = P =2 yl,xhﬁx2
cateto adyacente  x, — X,

4
¥

e

También, si tenemos el valor de m, y queremos determinar la medida del angulo
de inclinacién, utilizamos la funcién arco tangente como sigue:

@ = arctan(m) = tan~' (m)

Ejemplo 1. Encontrar la pendiente (m) y el angulo de inclinacién (8) de una recta
que pasa por los puntos A(-2,1) y B(3,5).

Para obtener el valor de la pendiente, utilizamos:

m:yz_y7: 5_7 :5_1:i

Para obtener el valor del angulo de inclinacion 8,
utilizamos:

@=tan"'(m)= tan~ = 38°39 35,37
o0
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Ejemplo 2. Encontrar la pendiente y el angulo de inclinacion de una recta que
pasa por el origen O (0,0) y el punto P (-5,2).

Yemvi_2-0 _2 _ 2

@=tan"'(m)= tan_7§—§E: -21°48'5.07"'=158°11'54.9""

NOTA: Cuando la pendiente es negativa sumar 180° para obtener el angulo obtuso

Ejemplo 3. Obtener la pendiente y el angulo de inclinacion de una recta que pasa
por los puntos G(-2,-4) y H(3,-4).

m:yz_y1 :_4+4:9:O
x,—x, 3+2 5

@ =tan"'(m)=tan"'(0) =0°  (Recta horizontal)

Ejemplo 4. Unos albaniles quieren construir una rampa que va desde el punto A(3,-
2) hasta el punto B(-15,8), ¢{cual debe ser la pendiente de la rampa®?

- +
=22 TN _ &8+2 _ 10

x,—-x, ~-15-3 -18

>
9
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¢Cuanto mide su angulo de inclinacion?

Sitenemos un punto vy su pendiente, podemos encontrar un segundo punto por
donde pasa la recta tomando la definicion de pendiente donde

- A
m:yz Y B

x,—x, Dx

Tomando el ejemplo anterior, tenemos que un punto es A(3,-2) v la pendiente es
5
—5 ; para localizar el punto B recorremos 9 unidades a la izquierda del punto Ay

posteriormente 5 unidades hacia arriba hasta llegar al punto (-6, 3).

Una aplicacion del concepto de pendiente para un automovilista es por ejemplo,
cuando se dice que un camino tiene el 5% de pendiente significa que por cada 100

‘ , , , 5
unidades horizontales asciende 5 unidades y se representa como ——.

Condiciones de paralelismo y perpendicularidad.

Primeramente hablaremos de las rectas paralelas.

¢Recuerdas qué son las
rectas paralelas?

Dibujemos un par de rectas que tengan esta caracteristica (como las vias del tren):
A
Y

‘\91
i ‘

Observando estas dos lineas en el dibujo podriamos decir que:

6, =6,

v
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38

Por ser angulos correspondientes; y puesto que el valor de la tangente de dos
angulos iguales es el mismo, también se cumple que:

3 3
Asf que si dos rectas son paralelas y, por ejemplo, m1=5, entonces m,=—.

(Las pendientes de rectas paralelas son iguales). Lo inverso también se cumple,
esto es, si las pendientes de dos rectas son iguales, entonces las rectas son
paralelas.

Por otra parte dos rectas perpendiculares son aquellas que al cortarse forman
angulos rectos.

-

Si observas la figura te daras cuenta que una recta tiene un angulo de inclinacion
agudo (m>0) y la otra un angulo obtuso (m<0), por lo que podemos decir que
los signos de las pendientes de rectas perpendiculares son contrarios, pero
ademas son reciprocos, es decir, que el producto de las pendientes de dos
rectas perpendiculares es igual a -1. (La demostracion se puede consultar en la
bibliograffa).

mm, =-1
Que llamaremos criterio de perpendicularidad..

L e _

3
Asi que si dos rectas son perpendiculares y, por ejemplo, m;= E , entonces

2
m,= —5 . (Las pendientes de rectas perpendiculares son reciprocas y de signo

contrario).

Lo inverso también se cumple, esto es, si las pendientes de dos rectas son
reciprocas y de signo contrario, entonces las rectas son perpendiculares
(excepto en el caso de rectas horizontal y vertical).
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Ejemplo 1. Comprobar que la recta que pasa por los puntos A(1,-2) y B(-2, 4) es
paralela a la recta que pasa por los puntos P(4, 3) y Q(3, 5).

- +
I’}’ll:m(AB):yz yl: 4+2 :iz—z
x,—x, —2-1 -3
my=m(PQ)=22" Y =702 2 2y

X, =X, 3-4 -1

Como m; = m,, las rectas ABy PQ son paralelas.

Ejemplo 2. Comprobar, usando pendientes, que el triangulo con vértices en
A(8, 3), B(2,10) y C(4, 2) es rectangulo.

¢Recuerda qué para comprobar que un triangulo
es rectangulo las pendientes de sus lados deben
ser reciprocas.

_ Y=y _10=-3 _ 7

7

m,, = =—-—
P x,-x, 2-8 -6 6

m :yz_y1:2_10:_8:—ﬂ:—4
x, -x, 4-20 2 1

m :yz_y1:2_3:_1:l
Cox,-x, 4-8 -4 4

4 4
ma G = A B 4oy
BC AC [1[[4[ 4
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Como las pendientes de BC y AC son reciprocas y de signo contrario, son
perpendiculares; por lo tanto, el angulo C es de 90° y el triangulo ABC es
rectangulo.

¥ B(2,10)

Al2,3)

Instrucciones: En equipo, resuelve los siguientes ejercicios graficando cada

EJERCICIO 9 uno de ellos y comparando con el resto del grupo, los resultados de cada
- | equipo:
& 1) Encuentra la distancia y la pendiente entre los puntos P1 (2, -8) y P2 (3, 5).

\\ 2) Encuentra la pendiente y el &ngulo de inclinaciéon de una recta que por:
$ a) A(3,-1) y B(6,2).
b) P(0, -3) y Q(-3, 4),
c) D2, -3) y E(2, 4).
3) Comprueba, usando pendientes, que los puntos D(-3, -1), E(-1,6) y
F(3, 16) son colineales.
4) Unarecta de pendiente m =- % pasa por el punto K(-2,5) y L(6, v).
Halla el valor de “y”.
5) Comprueba, utilizando pendientes, que los puntos O(0,0), P(3,1),
Q(5,3) y R(2,2), son vértices de un paralelogramo.
6) ¢Es la recta que pasa por los puntos A(2,3) y B(5,-1) perpendicular a la
recta que pasa por C(-4,-1) y D(-1,2)?

TAREA 3

Y

Pégina 51.
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1.2.3. Poligonos: perimetros y areas.

Una familia desea vender el terreno que le dejo su padre de herencia cuyas
formas son las que se representan en la figura, y quieren saber écual es el valor
de cada terreno si el metro cuadrado es de $20.00?

¢Podrias ayudarles a determinar el area total del terreno?
¢Tienes las herramientas para lograrlo?

Lo primero que debes identificar es la forma de la figura, como un Poligono y
debemos definirlo.

Poligono, es una figura plana y cerrada formada por tres 0 mas segmentos de
linea unidos en sus extremos.

Existen varias formas para calcular el area de un poligono pero en este caso
vamos a analizar dos de ellos:

p .
’ ¢Recuerdas que en el segundo semestre

estudiaste la formula de HERON?

Férmula de Herén

A= \/S(S —a)(s—b)(s—c)

Donde:
a, b, y c, representan la longitud de cada lado del triangulo y s representa al
semiperimetro.

Para calcular el area de un poligono se dibujan las diagonales necesarias con el fin
de que queden descompuestos en triangulos; después se calcula el drea de estos
triangulos y se suman los valores obtenidos.

En el caso del problema anterior vamos a trasladar el dibujo del terreno a un plano
cartesiano tomando uno de los vértices como el origen como se muestra en la
figura:
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4 i C[3:6]

Y determinamos las coordenadas de los puntos AL B O3L.CEEIYD B2 yng
vez identificados procedemos a calcular la distancia de cada lado :

Distancia AB Distancia BC

A00) B(03) BO03) C@6)

g = (6 =X+ (3, =)’ oac (6 =) + (3, =1’
_J©0-0+(3-0y _G-0)? +(6-3)’
_AJ0)* +(3)° _B)+3)’

_9 _J9+9
_18
dAB =3 dBC = 4.2426

Distancia CD Distancia AD

C@B,6) D52 A(0,0) D(5,2)

o = |G =X+ (3, =)’ oae (6 =)+ (3, = 1,)’
_J5-3)2 +(2-6) _J(5-0)> +(2-0)
(27 +(-4)° B +(2)°
_-Ja+16 _J25+4
_-/20 _J29

dCD = 4.4721 dAD = 5.3851

42



Sistema de ejes coordenados

Distancia diagonal AC

A(0,0) C(3,6)

DAB — \/(xz _x1)2 +(y, _y1)2
_J3-0)* +(6-0)

\(3)? +(6)°

_J9+36

_ /45

dCD = 6.7082

Con estas distancias podemos calcular el perimetro y el semiperimetro de cada
triangulo.

Triangulo |
P =dAB + dBC + dAC

P= 3+4.2426 + 6.7082

P=13.95
Y el semiperimetro es la mitad del perimetro
p _13.95

§=-=—-—=609754
2 2

Una vez que tenemos todas las medidas de cada uno de los lados, utilizaremos la
formula de Heron para calcular el érea de cada uno de los dos triangulos
resultantes.

DATOS: a=3; b=4206yc=B7082 |« sozcy

A=[s(s—a)(s—b)(s—c)
A=./6.9754(6.9754 —3)(6.9754 — 4.2426)(6.9754 — 6.7082)

A= /6.9754(3.9753)(2.7328)(0.2672)
A=-/20.2485

A =4.4998

Triangulo I

P = DCD +DAD +DAC
p = 4.4721+5.3851+6.7082
P = 16.5654
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Y el semiperimetro es la mitad del perimetro

DATOS: a=4.4721;b=53851 yc=B7082 g — 82827

A="/s(s—a)(s—b)(s—c)

A=[8.2827(8.2827 - 4.4721)(8.2827 — 5.3851)(8.2827 — 6.7082)

A =.[8.2827(3.8106)(2.8976)(1.5745)

A=1/143.9946
A =11.9997
Entonces el area total, es la suma de ambas areas:
At = Al + Al
At = 4.4998+11.9997

At = 16.4995 u2

REGLA DE SARRUS

Se utiliza para determinar el area de un poligono utilizando las coordenadas de
sus vértices y representa un método alternativo para encontrar el &rea por medio
de coordenadas de los vértices. Considerando:

A(Xi YY) B (X, Y C (X5, Ya) D (X4, Ya)

Primeramente, vamos trazar paralelas a los ejes de tal manera que el
cuadrilatero quede inscrito en otro cuyos vértices serfan A (0,0), P (0,6), Q (5,6) y
R (5,0) a encerrar a la figura dentro de un rectangulo, el cual estarfa limitado en
sus extremos por los vértices del triangulo, de la forma siguiente:

a4
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C(3p
rogky - E-lﬁgﬁm
1. |
L4
B0:— =
- D52
11 I
L L e et
96 sa3 gl 3 s 4 5 49
1 %
1
.
L4

Donde se delimitan perfectamente tres triangulos rectangulos donde podemos aplicar
bh
la ecuacion para obtener el drea A = 7 . Y aplicando el concepto de distancia entre

dos puntos sobre una recta visto anteriormente.

d=%-X,
dAR =5-0
dAR =5

d=Y,-Y,
dAP =60
dAP = 6

De donde el &rea del rectangulo APQR es 5(6)= 30 U?

Observando el dibujo nos damos cuenta que si restamos el érea de los triangulos a
esta area del rectangulo obtendremos el area del poligono.

Entonces el area del triangulo:

%
1) BPC=3 3 =4.5
TAREA 4
_2*4 o
2) COD = =4 vy *grg
2 ) ‘
% . -
3 522 —5 Péagina 53.
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Entonces el area del cuadrilatero es:

A, = Area del rectangulo — Area de los triangulos

A, =30-13.5

A =1650°
Este resultado puede obtenerse con la llamada regla de Sarrus:
XN
Xy Vs
X3 V3| —

X4 V4

Xs Vs

N | —
N | —

2

6

3| =L30+9-6)= 133y =16.5
2 2

0

2

whn O O W W

1. Encontrar el érea del triangulo A (-4, -3), B (-1, 5) y C (3, 2).

EJERCICIO 10
2. Encontrar del area del cuadrilatero P (4, 0), Q (2,5), R(-3,2) y S (-1, -6).

AN
$ 3. Encuentra los vértices de un triangulo de area 15 u°.

iOjo! Recuerda que ‘@)
debes resolver la auto
evaluacion y los
ejercicios de
reforzamiento; esto te
ayudara a enriquecer

los temas vistos en
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9\~ Nombre

D > TAREA 1 No. de lista Grupo

A

Turno

a)

INSTRUCCIONES: Investiga:

¢Qué son las coordenadas polares? y ¢Dénde se utilizan?
¢Qué coordenadas polares le corresponden al punto P(3, 4)?

¢Qué son las coordenadas geograficas? y éDénde se utilizan?

¢Cuales son las coordenadas geogréficas de tu ciudad?

Localiza en el plano cartesiano los siguientes puntos:
P(2.4) Q(0.-3) R(5,0) S(0,0) TH., 2H
R 50

Escribe las coordenadas que correspondan a cada punto del plano.

Fecha

ot frert foet e [ e | | o || o | — —
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Sistema de ejes coordenados

Nombre

TAREA 2 No. de lista Grupo

Turno Fecha

INSTRUCCIONES: Realiza en cada caso lo que se pide.

1. Encuentra (si las hay) las intersecciones con los ejes de cada una de las siguientes ecuaciones:
a)3x+y-12=0 bW+ H°-225=0 ¢y-x-x+2=0 d)x>-y=4

2. Determina si la gréfica de las siguientes ecuaciones es simétrica respecto al eje x, eje y o el origen:
ax+y-2=0 b)y* +x-5=0 C)xX+y*-4=0 dy=x

3. Grafica las siguientes ecuaciones:

2

ay=5-2 byy=2-/16- X" ) +4°=36 d)xy=-1

4. Describe con una figura el perimetro permitido a una mascota amarrada a un arbol, cuyas coordenadas
las podemos situar en (-2, 3) y cuya cuerda es de 12 metros.

5. Describe con una figura el lugar geométrico trazado por la trayectoria de un aviéon en el cielo, el cual
esté siendo observado por dos personas desde la tierra, una a cada lado de la trayectoria y a la misma
distancia del avion.

6. Demuestra que al unirse los puntos A(-3, 1), B(2, -4) y C(6, 5), forman un tridngulo isésceles.

7. Demuestra que al unirse los puntos D(2, -4), E(8, 2) y F(4, 6), forman un triangulo rectangulo.

8. Demuestra que los puntos G(-6, 5), H(-3, 3) e I(3, -1) son colineales.

9. Demuestra que los puntos J(-6, -1), K(2, 1), L(4, 7) y M(-4, 5) son los vértices de un paralelogramo.

10. Obtén las areas del triangulo rectangulo del punto 2 y del paralelogramo del punto 4.

11. Sila distancia entre el punto A(x, 5) y B(2, -3) es igual a 10 unidades, obtén la coordenada faltante.

12. Obtén las coordenadas del punto que esté ubicado a la misma distancia de los puntos A(-4 11), B(8, 5) y
C(-4 5).

49



Matematicas Il

50




Sistema de ejes coordenados

2 & Nombre
& TAREA 3 No. de lista Grupo

Turno Fecha

INSTRUCCIONES: Realiza lo que se te pide y entrega un reporte a tu profesor:

Obtén la pendiente de las rectas, cuyos angulos de inclinacién sean:

1. 6 =230°
2. B8=140°
3. B8=145°
4. 8=130°

Obtén la pendiente y el &ngulo de inclinacién de las rectas que pasan por los puntos:
1. A4, 5)yB(-8, -6)

2. C(-8,5)yD(4,-3)

3. E(,4)yF(-84)

4. G(5,6)yH(5,20)

Utilizando el concepto de pendiente, demuestra que los siguientes conjuntos de puntos son colineales:
1. A(-3,4),B(3,2) yC(6 1)

2. D(-7,-5),E(0, 1)y F(14,13)
3. G(8,-2),H(-2,3) yJ#4,0)
4. K(-7,6),L(3,2) yM(5,7)
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Nombre

TAREA 4 No. de lista Grupo

Turno

INSTRUCCIONES: Realiza lo que se te pide y entrega un reporte a tu profesor:

Obtén el érea de los siguientes poligonos:

¢Cuales de los siguientes conjuntos de puntos, no es un poligono?

Obtén el area del paralelogramo donde tres de sus vértices son:

ok wh =

ISR\

Ok wn =

A1, 5), B(3, -4) y C(-2, -6)
D(-3, 4), E(6, 5)yF(2 5)
G(10, 5), H(3, -2), I(7, -4) y
K(6, 3). L(-4, -6), M(5, -6) y
P(2.8), Q(5. 5), R(4, -2). S(-

J(-5,2)
N3, 2)
3, T

-6), T(-5, 2) y U(-3, 6)

A(, 4), B(3, 2) y C(-2, 8)
0,5), E@3,2)y F(6, -5)
2,3), H(-6, 1) y J(-10, -1)
6,7), L(-8, -1) y M(-2, -7)
(-3,-2), P(5,2) y QQ, 4)

A2, 3), B4, -5) y C(-3, 1)
D(3, 6), E(-6, 3) y F(9, -6)
G(1, 1), H(5, 3), e 1(6, -4)
J(10, 5), K(3, 2) y L(B, -5)
M(1, 3), N(-2, -3) y P(3, 7)
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Sistema de ejes coordenados

Nombre

AUTOEVALUAGION | 4 o lista Grupo

Turno Fecha

INSTRUCCIONES: De acuerdo a lo visto en clase contesta las siguientes preguntas, eligiendo la respuesta
correcta, rellenando totalmente el circulo que corresponda:

—

El punto P(4, -3) se encuentra en el cuadrante:

Primero.
Segundo.
Tercero.
Cuarto.

CICIONO,

N

Las intersecciones con el eje Y de la gréfica de la ecuacion x? + y2 —16 = 0 son:

©0e®

(1
©
©,
4

w

La gréfica de la ecuacién y* — 8x + 16 = 0 es simétrica respecto:

Aleje X.
Aleje.

Al origen.

Al punto (-8, 16).

©0®e

>

Utilizando la férmula de la distancia podemos decir que los puntos (7, 8), (-7, 0) y (-1, -6), son vértices de un
triangulo:

Equilatero.
Escaleno.
Isdsceles.
Congruente.

©0®e

o1

Uno de los diametros de una circunferencia, es el segmento con extremos en A(-2, -5) y B(6, 3). El centro de
la circunferencia es el punto:

3,2).
2v

~ —

1)
, 3).

©0®e

-2
4, -

.|>

)-
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6. Las coordenadas de un punto P(x, y) que divide al segmento A(-2, 1) y B(6, -7) en la razén % , son:

©0®e

~

Una recta pasa por los puntos A(-5, -3), B(3, 1) y C(7, y). Utilizando pendiente, podemos determinar que el
valor de “y” es:

©06e®
@)

o

Larecta L , pasa por los puntos (-1, 6) y (5, -2); La recta L, pasa por (4, 2) y (8, 5). Utilizando sus pendientes
podemos decir que L ; y L ,son rectas:

Oblicuas.
Paralelas.
Perpendiculares.
Simétricas.

©0e®

©

El area del cuadrilatero con vértices en P(2, 5), Q(7, 1), R(3, -4) y S(5, 1) es:

25 U2
35 U
39.5 U2,
42.5 U2,

©0®e

"
©

Si el poligono de vértices en A (1, 5), B(-2,4), C(-3, -1), D(2, y), E(5, 1) tiene un &rea de 40 u 2 , el valor de “y”
resulta ser:

-3.
-2.
-2.5.
-4,

CICICIO)

ESCALA DE MEDICION DEL APRENDIZAJE

.............................................................................................................................................................

> Si todas tus respuestas fueron correctas: excelente, por lo que te : Consulta las
invitamos a continuar con esa dedicacion. claves de
respuestas enla :

> Si tienes de 8 a 9 aciertos, tu aprendizaje es bueno, pero es : pagina 175.
necesario que nuevamente repases los temas. :

» Si contestaste correctamente 7 & menos reactivos, tu aprendizaje es
insuficiente, por lo que te recomendamos solicitar asesoria a tu
profesor.

..................................
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—

1.

10.

oD
{ LF J EJERCICIO DE Nombre
\ ©* }REFORZAMENTO | No. de lista Grupo
| ] ~
Turno Fecha

INSTRUCCIONES: Lee cuidadosamente cada uno de los siguientes reactivos, resuélvelos y entrega un
reporte a tu profesor:

Dadas las siguientes condiciones algebraicas, localiza y representa en el plano cartesiano su lugar
geométrico.

Ay=-2x-3 B)x*+y*=9 C)xy =1 D)y=9-x

Demuestra que los puntos L(10, 5), M(3, 2) y N(6, -5), son los vértices de un triangulo rectangulo,
ademas obtén su area.

Demuestra que los puntos A(3, 2), B(-1,0) y c(25,13), son colineales.

Determina las coordenadas de un punto que equidiste de los puntos A(1, 2), B(3,1) y C(-3, -1).

La distancia entre el punto A(-9, 4) y el punto B(X, 8) es d(AB) = 15, obtén el o los valores de “X”.

Dado el triangulo determinado por los puntos A(0, 3), B(2, -2) y C(-1,-2), obtén la longitud de sus
medianas.

Demuestra que el punto medio de la hipotenusa de un triangulo rectangulo, equidista de los vértices.
Encuentra las coordenadas de 2 puntos que dividan al segmento que une A(5, 4) y B(2, -2) en tres
partes iguales.

Encuentra las coordenadas del extremo del segmento que une este punto con A(2, -2), sabiendo que el

punto B(-4,1) esta situado a una distancia de A igual a las tres quintas partes de la longitud total del
segmento.

Obtén las medidas de los angulos interiores del triangulo, cuyos vértices son A(-3, -2), B(2, 5)
y C(5, 3).
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En su afan por predecir y simular los comportamientos de
fendmenos naturales, el hombre ha recurido a las
matematicas para modelarlos y poder inferir  sus
comportamientos, por ejemplo el enfriamiento ficticio de una
taza de café calentada en un microondas hasta 80° C vy
dejandola enfriar hasta una temperatura ambiente de 20° C.
Podrfamos decir que el comportamiento de este fenémeno
es lineal y se recurre a las propiedades de una recta para su
estudio. De esta forma podriamos estudiar fendmenos de la
naturaleza con un comportamiento lineal utilizando la linea
recta.

Objetivos:

El alumno:

Resolvera problemas tedricos o practicos
que involucren el concepto de linea recta,
aplicando e integrando de manera critica
y reflexiva, los conceptos, técnicas vy
procedimientos basicos de Geometria
Analitica, mediante el empleo de distintas
formas de la ecuacion de la recta y sus
transformaciones, graficas, ecuaciones y
propiedades de la recta, asi como las
ecuaciones de rectas notables en un
triangulo; que apliquen en distintos
ambitos del entorno fisico en el que se
desenvuelve; colaborando a generar un
ambiente escolar que favorezca el
desarrollo de actitudes de iniciativa,7>
responsabilidad e interés cientifico.

Temario

2.1. Ecuaciones y propiedades de la recta.
2.1.1.  Forma punto pendiente.
2.1.2.  Forma pendiente ordenada en el
origen.
2.1.3. Forma simétrica.
2.1.4. Forma general de la ecuacion de

la recta.

21.5. Forma normal de la ecuacion de
la recta.

2.1.6. Distancia entre un punto y una
recta.

2.2. Ecuaciones de rectas notables en un

triangulo.

2.21. Medianas.

2.2.2. Alturas.

2.2.3.  Mediatrices.
2.2.4. Bisectrices.

Unidad 2

La linea recta

.2
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MAPA CONCEPTUAL UNIDAD 2

se estudia sobre la base de

que son
los cuales conducen

adopta diversas formas
intercambiables como

conduce a
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La linea recta

2 'I ECUACIONES Y
« | . PROPIEDADES DE LA RECTA

Las formas que observamos en la naturaleza, por ejemplo, las ramas de un arbol,
las hojas, las piedras, las formas de las nubes, las formas de las montafias, los rios,
etc., normalmente no se ven en linea recta. Sin embargo, si nos fijlamos bien,
podemos decir que cada cierto tramo, ya sea de rama de arbol, del contorno de
una montafa, o del cauce de un rio, se observa como una linea recta. En las
construcciones que hace el hombre podemos observar que la linea recta esta
presente con mayor frecuencia que en la naturaleza.

Iniciaremos entonces el estudio de las propiedades de la linea recta, desde el punto
de vista de la Geometria Analitica.

2.1.1. Forma punto-pendiente.

Una de las caracteristicas del estudio de la Geometria Analitica, es asociar una
ecuacion a una curva, recta o lugar geomeétrico y viceversa, por lo que utilizaremos
esta caracteristica para delimitar el concepto de linea recta en este contexto y
empezaremos Con un ejercicio.

Instrucciones:
Asocia las columnas, colocando en el recuadro de cada gréfica, el nimero de la
condicion que representa y compara los resultados con tus compareros.

Condicién Gréfico
1 Pasapor (-3, 2) y (5, -4)
A
vl
»
1 1 IR R T TR T T T T
T 1 1 T 1 1 1 T I/
1 X
2 Pasa por (4, — 1) e interseca al
gje ‘y'eny =2 ¥l
L1 1 L™
T T T T T T T T T I/
T Z

EJERCICIO 1
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Pasa por (5, 2) vy es paralela al

“won

eje “x

Pasa por el origen y su angulo
de inclinacion 6 = 45°

Pasa por (3, -4) vy tiene

pendiente m = %1

La recta como lugar geométrico

Existen varias formas de describir la linea recta, una de las
definiciones de linea recta que utilizaremos es la que tiene que ver
con el lugar geométrico de los puntos tales que, tomados dos
puntos diferentes P(x, y,) y Q (X,

constante.
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Es decir,

m =

pendiente calculada a partir de m =

y,) cualesquiera, el valor de la

Y™Y1 _

m

Y27Y1 resutta siempre
X2 X4

Y™Y1 _ Y2 T Y4

X _X1 X2 - X1

Ordenando de manera distinta estas igualdades tenemos:




La linea recta

Ecuacion de una recta conocidos su pendiente y uno de sus puntos.

Otra ecuacién equivalente a las anteriores serfa la que llamamos forma punto-

pendiente y quedaria expresada como:

y—y;=m (X=x;)

que se utiliza para construir la ecuacion de una recta si tenemos como datos el

valor de la pendiente y un punto por donde pasa la recta que quedaria

perfectamente determinada con estas dos propiedades.

Ejemplo 1: Obtén la ecuacion de la recta graficada en la figura de la izquierda.

Datos colectados de la grafica:

3
P(5 6 m=—
( )y 5

Se escoge cualquier punto que pertenezca a la recta, en este caso fue
el punto P(5 6) y el valor de la pendiente.

Ecuacion:
y—=y;=m((x-X;)

Sustituyendo los valores:

3
-6=—(x-5
y 2( )

2(y-6)=3(x-5)
2y—12=3x-15

X +2y-12+15=0
X +2y+3=0

3x—2y—3=0 Ecuacion de la recta.

Ejemplo 2. Obtén la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(-6 ,

pendientem = -5

Ecuacion:

y=y;=m(x-x;)

Sustituyendo los valores obtenemos:

y=(-2) =-5[x—(-6)]
y+2=-5(x+6)
y+2=-5x-30
5 4+y+2+30=0

5x+y +32=0 Ecuacion de la recta

-2) y tiene
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Ecuacién de una recta conocidos dos puntos

De la misma forma, si los datos conocidos son las coordenadas de dos puntos que
pertenecen a la recta, podemos obtener su ecuacion por diferentes procedimientos

como se muestra en el ejemplo:

Ejemplo. Obtén la ecuacién de la recta que pasa por los puntos
A2, 5 yB@4,-3).

Primero graficamos los puntos y trazamos la recta.

Segundo, calculamos el valor de la pendiente contando en la gréafica o sustituyendo

Y2 7 Y1 para calcular el valor

los valores de las coordenadas en la féormula m =

de la pendiente.

Sustituyendo en la

formula
= -3-5
a m= - > =
4-(-2)
-8_ -4
o T — —
LI 11 m=—= —
7 6 3
A

Obteniendo el valor de la pendiente de cualquier manera y escogiendo las
coordenadas de cualquiera de los dos puntos, construimos la ecuacién

escogiendo el punto A(-2 5) en este caso:
Y=y =mX-x)

y-5= " 6~-2)
3(y-5)=-4(x+2)

3y—15=-4x-8
Ix+3y-15+8=0
IXx+3y-7=0

Ecuacion de la recta en su forma general Ax +By + C =0

Podrias obtener la ecuacién de la recta sustituyendo directamente los valores de

las coordenadas en la ecuacion:
Y=Y _ YoV
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Inténtalo y comprueba que resulta la misma ecuacion de la recta.

INSTRUCCIONES: Completa la siguiente tabla.

Ejer. Datos Grafica Ecuacién
No.1 Pasa por el punto
P(-2 5) y tiene Y=Y, =m(X—Xx,)
pendiente y-5=-2(x-(-2)
m=-2 y-5=-2x+2)
y—-5=-2x-4
2X+y-5+4=0
2X+y-1=0
No. 2
No. 3 Pasa por los B B e LA B
R e e e A e SRS S
puUNtos A(-8  =B) Y | b+ 4 bbb bbb b bbb b ]
81 7) P e
0 e e e st e e s el o e
rtt -ttt 1+ttt +
R
R e T
’TTTTTTT‘T T‘TTTTTTT‘T’
R e e i N A e SRR
B+ + 4=+ + +——++ + +——+ + + |
O T S R R
P A
(e i i i s e i e e el ol e
rtt Tttt 1t
VR S R
N T I M N N N N B B
No. 4 Pasaporelpunto B B e LA B
K B+ + 4=+ + +——++ + +——+ + + |
A(O  -3)ytiene | e+ +rbddr bbb
pendiente m = -3 | 11T
rtt Tttt 1t
VR S R
R
s e e T A e
2 s s e s s e e st s e s
F++ 4=+ + +——++ + +——+ + +
T Y A Y B B
P T
(e i i s e i e s el o e
r+tt+++++—+—+—++ +—++ + +—+-
VR S R
N T I M N N N N B B
No. 5 vl
_:-""'-ﬂ-',
] ] ] ] ] ] ] ] =
T T T T T T T T T
T X

EJERCICIO 2

%7
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2.1.2. Forma pendiente ordenada en el origen.

Interseccidn de una recta con el eje Y

Cuando una recta no es vertical interfecta o “corta” al eje Y en un punto al cual lo
identificaremos como (0, b). A “b” se le conoce como ordenada en el origen, por
ejemplo, en la figura siguiente el punto de interseccién de la recta con el eje Y es
(0, 3) y en tal caso decimos que su ordenada en el origen es 3 o que b = 3.

Funto de
Interseccitn
(0 B

Fendiente m

Ecuacién de una recta dada su pendiente e interseccion con el eje Y

Existen otras maneras de obtener la ecuacion de la recta, dependiendo de los
datos que sean proporcionados o0 que puedan ser leidos directamente de su
gréfica o de una tabulacion.

Por ejemplo, suponemos que conocemos la pendiente m de la recta y que

intersecta al eje “y” en cualquier punto que denominaremos “b” entonces tenemos:

Utilizando la férmula de la ecuacion de la recta punto-pendiente tenemos:

Y=y =m(x-x)
y-b=m(x-0)
y—b =mx
y=mx+b

Forma pendiente ordenada al origen

“on

Donde m es la pendiente de la recta dada y b es la interseccion con el eje “y”.



La linea recta

Instrucciones: Completa la siguiente tabla y comenta tus resultados con tus
companeros:
No. Ecuacion de la recta Valor de la Pendiente Interseccién
1 y=3x-5 m =3 b= -5
2 2 1 EJERCICIO 3
y= gx + g m = b=
3 y =-5x-7 0\\
m = b= $
4 -1
Y= ?X -6 m= b=
5
m=-2 b=-5
6
m = ;3 b= 1
4 5
7 AX+2y-8=0
m = b=
8 2Xx-5y+3=0
m = b=
9
m=7 b= -3
10
1 b=2
m = J—
4
Hasta aqui hemos visto y ejercitado algunas formas de encontrar la ecuacion de la
recta, ya sea, dados los datos verbalmente o directamente extraidos de la lectura
de una grafica, ahora veremos como encontrar la ecuacién de la linea recta a través
de los valores de una tabulacién en un contexto y en el ejemplo siguiente:
Ejemplo: La distancia medida desde Hermosillo a Navojoa es de 410 Km. Un
automovil que se desplaza a velocidad constante pasa por el Km 25 de la carretera
Hermosillo-Navojoa a las 8:00 A.M. y a las 10:00 A.M. se encuentra en el Km 245.
¢A qué horas llegara a Navojoa si mantiene su velocidad constante? (A qué horas
sali6 de Hermosillo? ¢Cuantos Km llevara recorridos cuando transcurran 3 Horas?
Con éstos datos podriamos construir una tabla de valores como se muestra:

Tiempo 8:00 9:00 10:00 11:00
Tiempo t(Horas) 0 1 2 3
transcurrido
Distancia 0 25 245 410
d(Km)

Conociendo que la velocidad es constante y con los valores que nos proporciona el
problema, podemos calcular la velocidad de la siguiente forma:

y_295-25 220 110
10-8 2 1

¢Qué tipo de férmula te recuerda lo anterior? (Qué propiedad de la recta esta
representada por la velocidad?
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Representa la pendiente de la recta, y con este dato podemos completar los
valores de la tabla, podemos contestar las preguntas del problema y realizar la
gréfica.

Para calcular los datos faltantes de la tabla, éstos deben guardar la misma
proporcion.

dE0+ T T 77 , Tiempo 8:00 9:00 10:00 11:00 11:30
490 ' Tiempo 0 1 2 3 35
280 : t(Horas)
sap L """ ! transcurrido
200 : Distancia 0 25 25+ 110 | 135+110 | 245 + 110 410
: d(Km) 135 245 355
260 v
220 I . ! Tomamos el 0 tiempo transcurrido en el Km 25 a las 8:00 A.M. porque son los
180 b datos que nos proporciona el problema como de partida o inicio.
140 b Con los datos de la tabla se construye la grafica y observamos que intersecta al
wod 0o eje “d” en b = 25 y su pendiente m = 110, entonces podemos construir su
g/ + 1o ecuacion:
20 : Lo t(Horas) y=mx-+b
t— ——t——+—+> _
_|_ 1 2 2 4 5 d=110t + 25
Donde podemos calcular exactamente qué tiempo transcurrié para llegar a
Navojoa:
410 =110t + 25
110t + 25 = 410
110t = 410-25
110t = 385
t= 38 _ 35
110
Y calcular a qué horas llegé a Navojoa. Ahora de la misma manera y con ayuda
de tu profesor calcula la hora en que sali6 de Hermosillo y comenta con tus
companeros qué relacion existe entre éstos datos y las propiedades de la recta.
En las siguientes tablas de datos estableceremos si se trata de un
comportamiento lineal o no y construiremos su ecuacion a partir de la tabla.

Tabla A Observamos primero como estan acomodados los datos de las tablas,
xlofi]2flala] sl a8 comparandolas.

Y[0]15/30({45 60| 75 | S0 En la tabla A tenemos los valores de x acomodados de uno en uno y en
orden.
¢Qué pasa con los datos de x de la tablas B y la tabla C?

TablaB Luego en la tabla A tenemos el valor de x = 0 coincidiendo con el valor
|2 (248 (B8] 10|12 de y = 0. ¢Qué pasa con el valor de y en las otras tablas cuando x = 0?
¥]aolenlaol 20l o | =0 | 4o Si estos datos representaran una linea recta estos valores

corresponderian a la interseccién con el eje y.
Tabla & Podemos observar que los datos de y en las tablas A y tabla C van
i creciendo. {Qué pasa con los valores de y en la tabla B? (Como
x| 6 1]0 518 |15 sabemos que estos datos pertenecen a una recta? Entonces para saber
vt 4 18 28 148 | gjestos datos pertenecen a una recta debemos corroborar que la manera
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La linea recta

Para la tabla A:

Tahla A
01234 5 & Se calculan las diferencias entre los

v o151 2045 | &0 | 75 | o0 valores de “x” y entre los valores de “y”.

Las diferencias entre los valores de “x” son 1 en todas y las diferencias entre los
valores de "y” son 15 todas. De aqui observamos que los cambios son
constantes por lo que se trata de una recta que pasa por el origen y su
pendiente m = 15, por lo que podemos construir su ecuacion quedando:

y = 15x
Para la tabla B:

TablaB La colocaremos de forma distinta para poder
« |0 |2]4[6]8] 10 [ 12| hacer las diferencias entre los datos de “X” y

¥ |an|eolacl =20l o | 20 |40

los datos de “y” como se muestra en la

figura:
x
o.p=2719 |50 80 -850 = -20
4.p=01° 40 -80 = -20
Observa que se trata de la misma tabla pero esta L 14 _
. G4 =2 20 -40 = -20
acomodada en forma vertical.
g-6=2 15 0-20 =-20
w-g=21" -20-0=-20
j2. =2 [ 1920 40-(20)=-20
L1 2|40
Oy =2 AW =20

Observamos que las diferencias son constantes (caracteristica de una linea
recta) y el valor de la interseccion con el eje “y” es cuando x = 0; en este caso el
valor de y = 80 corresponde al valor de b. Ahora nos falta calcular el valor de la
pendiente para poder construir la ecuacion que representa los datos de la tabla 'y

se calcula:

m:ﬂ:yZ_y1 — —-20 = -10
La ecuacion de la recta queda entonces:
y =-10x + 80

Para la tabla C:

TablaC

xS | 1|02 |5 15
i1 |1 |4 |10 19 28 |49

]
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*
De la misma manera 4
colocaremos la tabla de forma -1-{g)=4 5 |-11 1-(-11)=12
vertical para ver las o-(-1)=1H - 1 H4.1=n

diferencias:
Z-0=2pQH0 4 H1i0-4 =5

5-2=3H 2 10 Hi9-10=9

g-5=3H% | "™ Hm. 10=0
15-8=7 B H49-m=m
H 45 | 49

Al observar las diferencias podriamos concluir que estos datos no tienen un
comportamiento lineal, pero anteriormente ya habiamos notado que los valores
no son sucesivos por lo que tenemos que comprobar si el cociente de sus
diferencias se mantiene constante, si sucede, estos datos corresponden a una
linea recta, verificando:

1) m:ﬁ:E=3
A 4
2) m=ﬂ=§=3
X 1
3) m:ﬂ:g_
Ax 2
4) m:ﬁ:g_
Ax 3
5) m:ﬂ:g_
Ax 3
6) m:ﬁzaz
A 7

Podemos comprobar que es la misma pendiente, si los datos se comportan

linealmente y la interseccién con el eje “y" es 4, entonces la ecuaciéon que
representa a los datos queda:

y=3x+4
¢{De qué otra forma pudieras encontrar la ecuacion de la recta sin graficarla,

conociendo los datos de una tabla y sospechando que corresponde a una linea
recta’?



La linea recta

Instrucciones: En la tabla siguiente encuentra la ecuacién de la recta dadas las
condiciones.
No. Datos, gréfica o tabla Ecuacion
]
X -2 4 |6 |8

2
X -3 |-2 5 19 |10
Y |-8 -5 |1 16 | 28 | 31
3
1 X
4
X |0 |8 [6 |9 |12]15
Y |6 |-3 -1 |1
5 Tiene m = -3y su interseccion es

y=-2

2.1.3. Forma simétrica.

Intersecciones de una recta con los ejes coordenados

Cuando una recta no pasa por el origen y no es horizontal entonces intersecta

a los ejes coordenados en dos puntos (a, 0) y (0, b), decimos que “a” es la
abscisa en el origen y que “b” es su ordenada en el origen. En la figura de

enseguida podemos ver que a = 2y que b =3.

EJERCICIO 4

&7

TAREA

1

2
S

Ecuacién de una recta conocidas sus intersecciones con los ejes

La forma simétrica de la ecuacion de la recta, es aquella cuya caracteristica es
que podemos localizar las intersecciones de ésta con los ejes (a, 0) y (0, b).

._
Pagina 89.
¥
1 % %
S0 by
h=3 T
i Xy ¥y
{a 0]
a==2 4
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Estan localizados dos puntos, entonces sustituyendo en la férmula estas
coordenadas y desarrollando tenemos:

Y™ V2™
X=X, X, =X,
y-0 _ b-0
x-a  0-a
-ay =b(x-a)
-ay = bx- ab
-bx - ay =- ab
-bx ay _ -ab
-ab -ab  -ab
X .Yy
a b

Forma simétrica de la ecuacion de la recta

Ejemplo: Dada la gréfica encontrar la ecuacion de la recta:

En la grafica, b = 3y el valor de a = - 2, sustituyendo en la formula
tenemos:

8

Para saber mas y
enriquecer el tema, visita el
sitio
www.cnice.mecd.es/descartes/
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Transformando esta ecuaciéon a una equivalente:

3x -2y =1
-6
3x—-2y =-6
X-2y +6=0

Ecuacién de la recta en su forma general

Arriba encontramos, la ecuacion de la recta en su forma simétrica, a partir de la
grafica dada; ahora construiremos la forma simétrica a partir de la ecuacion
general de la recta, écomo podemos darle un tratamiento algebraico para
encontrar su forma simétrica y saber los valores de a y b que son las

“ “ n

intersecciones con los ejes “x”y “y” respectivamente? Observemos el ejemplo:



Ejemplo: Dada la ecuacion de la recta 3x — 5y + 15 = 0, transférmala a su forma
simétrica y encuentra los valores de a y b para graficarla.

X-5y+15=0
3x—-5y =-15

Primero obtenemos el 1 de la formula dividiendo la ecuacion entre -15

3x by =15

-15 -15 -15
Reacomodando las fracciones

X + y =1
-15 -15
3 -5
Efectuando operaciones
L + X =1
-5 3
De donde podemos encontrar el valor de a = -5 y b= 3, es decir, las
intersecciones con los ejes y facilmente graficar.
Instrucciones: Con ayuda de tu profesor, completa la tabla siguiente con las
transformaciones de las ecuaciones que hagan falta y comenten los resultados.
Forma General Forma pendiente Forma simétrica
: EJERCICIO 5
No. Ax+By+C=0 ordenfda al origen L
y=mx+b a b
1 2x-3y-6=0 E
2 y = 2x+5
3 XY =g
3 4
4
4
= —x+4
/ 3
5 X-2y-5=0
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2.1.4. Forma general de la ecuacion de la recta.

Conversion de la ecuacién de una recta a la forma general

Anteriormente hemos manipulado las formas de la ecuacion de larecta y la
forma general esta denotada por la ecuacion,

AX+By+C=0

Esta ecuacion puede ser modificada de la misma forma que las anteriores y
obtener asf los elementos de la recta.

Para encontrar la forma pendiente ordenada al origen se procede como sigue:

AX+By+C=0
By =-Ax-C
yo-AyC

B B

[Tl

Asf los elementos de la recta como la pendiente y su interseccion con el eje “y
esta dada por las ecuaciones:

A , y C
m=--—  vylainterseccion b=-—
B B

Ejemplo: Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(-2 4) y es
perpendicular a la recta cuya ecuacion es 3x—2y -5 = 0.

La recta 3x — 2y — 6 = 0 tiene pendiente m = - = —% =

N |

y su

interseccién b = _C - -6
B -2

donde pasara la perpendicular a ésta, como aparece en la figura.

= -3 graficando, tenemos la recta y el punto por

Para encontrar la ecuacion de la recta perpendicular que pasa por el punto
(-2 4) necesitamos el valor de su pendiente, que se calcula tomando el
reciproco y de signo contrario del valor de la pendiente de la recta graficada,
como lo vimos en la primera unidad érecuerdas?

m = g entonces el valor de la pendiente de larecta L es m = —%

Sustituyendo en la férmula y - y; = m (x - x7) obtenemos la ecuacion de la
recta perpendicular de la siguiente forma:

y-4=-2(x=(=2)

3(y - 4)=- 2(x - 2)

3y —12=-2x -4

2x+3y -12+4=0

2x +3y -8=0



La linea recta

Para transformar la ecuacién de la recta en su forma simétrica, a partir de la

ecuacion general y encontrar las intersecciones con los ejes tenemos:

Ax+By+C=0conC #£0

Ax-By =-C
AX+By_£
C -C
B
-—=X-—=y=1
Cy
X LY
_¢ <
A B
Comparando con la forma simétrica x4 % =1
a
tenemos que a= _¢ b= _¢
1 B

Ejemplo: Encontrar las intersecciones con los ejes de coordenadas de la recta
4x + 3y — 12 =0y expresar la ecuacion en su forma simétrica.

Enestecaso A=4, B=3 yC =-12, por lo tanto:

a=Cotl2y
A 4 Y
b:—gz—;lz =4
B 3
su ecuacion en la forma simétrica es:
Tl oy
3 4

La linea recta y la ecuacién general de primer grado.

Hasta aqui hemos visto que toda recta queda representada por una ecuacion de
primer grado de la forma general Ax + By + C = 0. Pero, {se cumple lo
contrario?, es decir {toda ecuacion de primer grado de dicha forma representa

una recta?

Resulta facil comprobar que asi es, o0 sea que toda ecuacion de primer grado de
la forma Ax + By + C = 0 donde A y B no sean los dos cero, se puede

representar graficamente con una recta.
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Eltipo de recta que se obtiene depende de cuales sean los valores de A, By C:

Si A, By C son diferente de cero (Ax + By + C = 0), ejemplo 3x -2y + 6 = 0,
se obtiene una recta oblicua que no pasa por el origen.
FI'\

+ 3x-2y -6

Si Ay B son diferentes de cero pero C = 0 (Ax +By = 0), ejemplo 4x + 3y = 0,
se obtiene una recta oblicua que pasa por el origen.

M

dx+ 2w =0




La linea recta

SiB =0 (Ax+ C = 0), ejemplo 4x— 12 = 0, se obtiene una recta vertical.
k)

T 4x-12=0

1 X=3

2y +5=0
y =-5/2

Instrucciones: Dada cada una de las situaciones siguientes, grafica y

encuentra la ecuacion de la recta si:

a) Pasa por el punto A (-1 3) y es perpendicular a la recta cuya ecuaciéon es
x—38y+9=0.

b) Pasa por el punto C(-4 1) y es perpendicular al segmento formado por
los puntos A(1 -2) y B(2 5)

c) Es mediatriz del segmento formado por los puntos A(-1,-5) y B(3, -3)

d) Pasa por el punto A(-2 6) y es paralela a la recta cuya ecuacion es
3x -2y +8=0

e) Pasaporelorigenyesparalelaalarecta2x +y +5=0

ll.  Transforma las siguientes ecuaciones a su forma general:

a)y-3 = 2(x + 5) by=3x+4 oy=-x 4 S+ =1

4 2 -5
lll.  Indica qué tipo de recta se obtiene y grafica cada una de las ecuaciones:
a) 2x+5y+10=0 b)3x-5y=0 c¢c)x+2=0 dy2y-7=0.

EJERCICIO 6

7

._

TAREA 2

oA
S

Pagina 91.
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2.1.5. Forma normal de la ecuacién de la recta.

Consideremos ahora las siguientes rectas graficadas en el plano cartesiano y un
segmento perpendicular, a éstas con uno de sus extremos situado siempre en el
origen, de longitud p y el angulo positivo denominado w.

N y /
Pi(x; ¥ Pi(x;y
P p N
w
= %
y Y
w
/'\ * / v
* p
A |
P, (X, ) Pi(x: 1)




La linea recta

De acuerdo a esto la longitud p siempre es positiva y la variaciéon de los valores
del angulo w estan en el rango de:

0°: w: 360°

Para encontrar la ecuacidon de la recta en su forma normal procederemos
sustituyendo valores en la ecuacion y - y; = m (x - x,) de la siguiente forma:

X
cosw =L X; = p cosw v
p

y; = psenw
senw =71

La pendiente de la recta estara dada por el reciproco y de signo contrario del

valor de la pendiente del segmento p. X

my = tanw
. cosw
1 estoequivale a m=-cotw = -
m=- senw
tanw

Sustituyendo tenemos:

cosw
y —psenw = -

sonw (x —pcosw)

2 —
ysenw —psen’ w = —cosw(x—pcosw)
ysenw —psen®w = —x cosw +pcos® w

XCOSW + ysenw —p(sen®w+ cos®w) =0
xcosw - ysenw - p =0

Forma normal de la ecuacién de la recta.
Obtencién de la forma normal a partir de la general.

La forma normal de la ecuacién de la recta es Util para algunos problemas, sin
embargo, la ecuacién de la recta usualmente la tenemos en su forma general,
entonces, es importante conocer la transformacion de la general a la normal que
a continuacion se describe:
Ax- By- C=0
Xcosw - ysenw - p =0
Y si ambas corresponden a la misma recta, sus coeficientes correspondientes
deben ser proporcionales, por lo tanto:
cosw=kA

senw=kB
-p =kC
Elevando al cuadrado y sumando las dos primeras ecuaciones tenemos:

cos?w+sen?w = k? (A% +B?)

k:;, A2 +B% £0

+.|A? +B?
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Sustituyendo este valor de k en cada una de las ecuaciones tenemos la forma
normal de la ecuacion de una recta transformada de su forma general a la
normal de la siguiente forma:

A B C _
+A® + B? X+ a7 v B ' s [p? +B2 ’

Ecuacién general de la recta transformada a su forma normal

Observando los radicales r=+ -/A? + B? nos damos cuenta del doble signo que
precede al radical y se escoge como sigue:

a) SiC#0, resde signo contrarioaC.

b) SiC =0yB#0, ry B tienen el mismo signo, es decir, el radical es del
mismo signo que B.

c) Si C=0yB =0, ryAtienen el mismo signo.

Normal a una recta y distancia al origen.

Aplicando lo anterior, observaremos que calculando el valor de p tenemos la
distancia al origen de una recta, denominada normal.

Ejemplo: La ecuaciéon de una recta es 3x — 4y — 5 = 0 . Encontrar la distancia de
ésta recta al origen, es decir, el valor de p y el valor del &ngulo w.

Para esta ecuacion corresponde:
A=3 B=-4y C=-5 calculando el valor del radical r=+./A? +B?
r=+./3% + (-4)° = +-/9+16 = +-/25

Como C = -5 entonces el signo de la raiz seré el contrario, es decir, positivo
r=>5

. ) A B C
Sustituyendo en la férmula X+ y + =0
+./A? + B? +./A? + B? +./A? + B?

gx + ?4 y + _?5 = 0 Forma Normal, donde:

g—cosw —4—senw y p=1
5 © 5 ’

El cos w es positivo y el sen w es negativo, por lo que w esta en el cuarto
cuadrante.

3
CoS W = —
5

w=cos™

o w

w =53°7'4837" Al graficar y por los signos obtenidos en la ecuacion
sabemos que el valor de w corresponde a un angulo del cuarto cuadrante
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w= 360° - 53°7' 48.37"

o w= 306° 52' 11.6"
que se calcula de la siguiente forma:

p=1



La linea recta

Instrucciones: Resuelve en equipo lo que se te pide:

1) Construye la forma normal de la ecuacion de la recta, a partir de su ecuacion
general encontrando el valor de p y w y realizando su gréfica. o
a) 12x-5y-52=0 \
b) 3x—4dy+12 =0 $
c) 3x-4y-24=0
d) x-y-4=0

EJERCICIO 7

2) Encuentra la distancia al origen de las rectas:
a) bx-7y-11=0
b) 3x—4y +25=0
c) 3x+4y-10=0

3) Una recta es tangente a un circulo de centro en el origen y radio igual a 5; si
el punto de tangencia es (-3, -4), determina la ecuacién en su forma normal.

4) Encuentra la ecuacién de la recta cuya distancia al origen es 5y que pasa
por el punto A(1, 7). (Doble solucién)

2.1.6. Distancia entre un punto y una recta.

Una de las aplicaciones de la forma normal de la ecuacion de la recta, es el
célculo de la distancia de un punto a una recta, observa el dibujo:

La forma normal de la recta |, esta dada por:
xcosw- ysenw- p=0

mientras que la forma normal de la recta |, esta dada por:

X; COSW - y,senw- (p-d)=0

d= ‘x1 COSW +y, senw = p |

_ A +By, + C

+./A% +B?

d

Instrucciones: Aplicando la férmula anterior resuelve los siguientes ejercicios
individualmente. EJERCICIO 8

a) Encuentra la distancia del punto A(-3, 5) alarecta3x—-2y-8 =20 )

b) Encuentra el valor del radio de una circunferencia, cuyo centro es el punto C \\
(-2,4)yestangente alarectax—4y +6 = 0 $

c) Encuentra el valor de la coordenada del punto P(x, 5) si la distancia a la
recta cuya ecuacion es 3x + 4y — 6 = 0 es de 4 unidades.
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Distancia dirigida y no dirigida de una recta a un punto.

La distancia dirigida tiene que ver con el sentido y el signo, que dependen de la
posicion en el plano donde se encuentren la recta y el punto del cual se
calculara la distancia a la recta dada.

Ejemplo: Observa en la figura las posiciones de la recta y el punto, y como se
considera el sentido positivo y negativo de la distancia dirigida:

Distancia cnnnsentidn positivo

Distancia con sentido negativo

La distancia no dirigida es cuando tomamos su valor absoluto sin tomar en
cuenta su sentido.

Distancia entre rectas paralelas

Otra de las aplicaciones de la forma normal de la ecuacién de la recta, es el
célculo de la distancia entre dos rectas paralelas como se muestra en el
ejemplo:

Calcular la distancia entre dos rectas paralelas cuyas ecuaciones son:
2X+y-5=0 y2x+y+3=0

Primero, procederemos a graficar estas rectas con cualquiera de los
procedimientos vistos anteriormente, para observar la separacion vy
posicion en el plano de las mismas.

Consideraremos como recta |, a la recta cuya ecuacion es 2x+y -5 =
0 que transformada a su forma “pendiente ordenada al origen” nos
queda:

Y=-2x+5

De donde m = -2y la interseccion con el eje “y” es (0, 5) graficada en
la figura de la izquierda.

Luego de la misma manera consideramos |, a la recta cuya ecuacioén es
2x +y + 3 = 0 que transformada a su forma “pendiente ordenada al
origen” nos queda:

Y = - 2x -3 graficando:

Podemos observar en la figura que las distancias al origen, d, y d,
corresponden al valor del parametro p de la forma normal de la ecuacién
de la recta, por lo que la distancia entre las dos paralelas seria, en este
l4 caso, la suma de las dos distancias, es decir, la suma de los valores de

p:
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La linea recta

Transformaremos las ecuaciones de las rectas a su forma normal, para calcular
los valores de p en cada una, para la ecuacion 2x + y—5 = 0 su forma normal :

2 X+ 1 -5 -0

£.22+17 £.[27 477 o +./2% +12

5 505 5.5
P1= 5 55 s =l

Para la recta |, cuya ecuacion es 2x + y + 3 = 0 transformada a su forma
normal:

2 1 3
X + y + =0
+./22 412 +./22 +12 +./22 412
3 _3/5 _35 _3

P2 = = = =C
"5 55 5 5
Sumando ambas tenemos entonces la distancia entre las dos rectas paralelas:
3 8
D1+P2:d:£+gf:g\/§

Nota: Pregunta a tu Profesor porqué es importante saber la posicién de las
paralelas para calcular la distancia entre ellas a partir de la forma normal de la
recta. Recuerda que la posicion de las rectas la puedes determinar con los
signos de las funciones sin necesidad de graficarlas.

2 ECUACIONES DE RECTAS
&~ NOTABLES EN UN TRIANGULO

Las rectas como la mediatriz, bisectriz, mediana y altura en un triangulo son
rectas muy importantes, porque describen lugares geométricos, que éstos a su
vez pueden servir de modelo para la resolucion de problemas o situaciones de la
vida real.

2.2.1. Medianas.

Recordando lo estudiado en Matematicas 2 de la recta mediana en un triangulo,
es aquella recta que une el vértice con el punto medio del lado opuesto como se
observa en la figura:

TAREA 3

Pégina 93.

83



Matematicas Il

Ahora construiremos la ecuacion de estas medianas situandolas en un plano
cartesiano, y para esto resolveremos el siguiente ejemplo:

Dado el triangulo formado por los puntos A(-2, 5)y B(2, -3) y C(4, 1) encontrar
las ecuaciones de sus medianas.

WL

A(-2, 5)

1 Bz @

Primero calculamos los puntos medios de cada uno de los segmentos AB, BC y

CA.
Las coordenadas del punto medio del segmento AB son:
2-2 0 5-3_2
Xm = =—=0 = == =1
2 2 Ym =TT
La recta mediana pasa por este punto medio y el vértice C,
- obteniéndose su ecuacion, sustituyendo los valores en la
- B _ formula Y Y 7Yy de la siguiente forma:
L Ecuzcdn delz medana X=Xy Xo =Xy
N y-1=0 y-1_1-1
i Cliq'n -I:I X _O 4 _O
———— - y-1_0
T x x-0 2
T 2(y-1)=0(x-0
[ (y-1)=0(x-0)
+ 2y- 2 =0
y—=1=0

Ahora la ecuacion de la mediana que va del punto medio del segmento BC al
vértice opuesto A(-2, 5).

Las coordenadas del punto medio del segmento BC son:

Xm = 5 -

22;2:—7
2

6
E:3 Ym =
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La linea recta

La recta mediana pasa por este punto medio y el vértice A, obteniéndose su
ecuacion de la misma forma que la anterior sustituyendo en la férmula:

Y=Y1 _Yo2—Vy
y+1_ 5+1
x-3 -2-3
y+1_6
x-3 -5

-5(y-1)=6(x-3)

-5y-5=6x-18
-6x—-5y-5+18=0
6x+5y—-13=0

A(-2, 5)

Ecuaciin dela medana OC
-7 =0

- 3 Ecuzaciin dalz medana AE
- Gy + &y - 13 =0

1 B2, 9

Y de la misma manera se obtiene la ecuacion de la tercera mediana, que pasaria
por el punto medio del lado CA 'y el vértice opuesto B.

Ahora recuerda que la interseccion de éstas rectas es un punto muy importante
porque es considerado el centro de gravedad y se denomina asi, centro de
gravedad o, gravicentro, centroide, baricentro.

Como consecuencia de lo anterior, las éreas de cada uno de los triangulos
opuestos formados por esta linea, son de igual magnitud.

Instrucciones: En equipo realiza los siguientes ejercicios:

1) Dadas la ecuaciones de las medianas del triangulo del ejemplo anterior, las
rectas y—1 =0y 6x + 5y — 13 = 0 calcula las coordenadas del baricentro %

del triangulo.

2) Encuentra las ecuaciones de las rectas medianas del triangulo formado por

las coordenadas A (-2, 5),B (4, -3)yC (6, 5)

EJERCICIO 9

4
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»
A
C
B
<
EJERCICIO 10

&

2.2.2. Alturas

De la misma manera recordaremos la altura en un triangulo, que es la recta
perpendicular al lado del triangulo que pasa por cada uno de los vértices
opuestos. Estas rectas se cruzan en un punto llamado ortocentro, que puede
localizarse dentro, fuera o en uno de los vértices del triangulo segun su forma,
como se muestra en las figuras:

v

y 4

Instrucciones: Con ayuda de tu maestro y en equipo realiza los siguientes

ejercicios:

1) Encuentra las ecuaciones de las alturas del triangulo formado por las
coordenadas A(-2, -4), B(-1, 6) yC (3, -1)

2) Dadas las ecuaciones de los lados de un triangulo x —y + 7 = 0,
Xx+y+1=0 y 5+ 2y -7 = 0 encuentra las ecuaciones de sus alturas y
las coordenadas del ortocentro.

2.2.3. Mediatrices

Igualmente recordaremos la mediatriz como la recta perpendicular que pasa por
el punto medio de un segmento, en este caso de cada lado del triangulo y cuyo
punto de cruce es denominada circuncentro, que puede localizarse dentro, fuera
o en la mitad de un lado del triangulo, segun su forma. Observa las figuras.
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La linea recta

Instrucciones: Con ayuda de tu maestro y en equipo realiza los siguientes

ejercicios:

1) Encuentra las ecuaciones de las mediatrices del triangulo formado por las
coordenadas A(-2, -4), B(-1, 6) yC (3, -1)

2) Dadas las ecuaciones de los lados de un triangulo x -y + 7 = 0,
XxX+y+1=0 y 5x+ 2y —7 = 0 encuentra las ecuaciones de sus
mediatrices y las coordenadas del circuncentro.

2.2.4. Bisectrices

Por Ultimo recordaremos la bisectriz de un triangulo, como la recta que divide en
dos partes iguales a cada uno de los angulos del triangulo pasando por cada
uno de sus Vértices respectivamente. El incentro que es el punto de interseccion
de las bisectrices en un triangulo se encuentra dentro de éste sin importar su
forma. Observa los siguientes triangulos.

Construiremos las ecuaciones de las bisectrices, ubicando el triangulo formado
por los puntos A(1, 1), B(4, 7)y C(6, 3) en el plano cartesiano.

Primero graficaremos en el plano y encontraremos las ecuaciones de los lados
del triangulo que ya estan escritas en la figura:

B, 7)

o +y -15 =0

(6, 3)

(‘I, 1)

EJERCICIO 11

%7

Para saber mas y
enriquecer el tema, visita el
sitio
http://descartes.cnice.mecd.es
/Bach_CNST_1/Geometria_afin
_analitica_plano_lugares_geo
metricos/Geometria_8.htm
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Siguiendo la definicidn de la recta bisectriz, el punto P(x, y) que observas en la
figura y que pertenece a la bisectriz debe estar a la misma distancia de las dos
rectas de los lados del triangulo, pero tomando en consideracion las posiciones
de las rectas y el punto tenemos que:

d1: d2

Por lo que la ecuacion de la recta bisectriz queda:
Ax+By+C _A4,x+B,y+C,

+./4° +B’ +./4,°+ B,
2x-5y-3 _ 2x-y-1
_\/22 +(_5)2 \/22 +(_1)2

2x-5y-3 _ 2x- y-1

-9 5
J5(2x=5y+3) ==.[29 2x-y-1)

2J§x—5£y+3(:—2@x+@y+@
(2:/5 +2:/29)x (55 +:/29)y +3.[5 =-[29 = 0

Ecuacién de la bisectriz

Y de la misma manera podemos construir las ecuaciones de las otras
bisectrices.

EJERCICIO 12 | |nstrucciones: Con ayuda de tu profesor encuentra las ecuaciones de las

o bisectrices en el siguiente triangulo.

\$ 1) Triangulo formado por los vértices A(-2, 3) B(4, -1) y C(5, 5)

iOjo! Recuerda que
debes resolver la

autoevaluacion y los

—® ejercicios de

Pégina 95, < (@)

reforzamiento; esto te

ayudara a enriquecer

los temas vistos en
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La linea recta

2 ~ Nombre
& ‘ TAREA 1 No. de lista Grupo

Turno Fecha

A

INSTRUCCIONES: La primera fila de la siguiente tabla, tiene un ejercicio completo en cuanto a datos,
grafica y ecuacion, completa la tabla obteniendo lo que haga falta en cada caso.

Ejer. Datos Grafica Ecuacion
No.1 Pasa por el punto
P(-2 5)y tiene y=Yr=m(x-x;)
pendiente y—5=-2(x—(-2)
m = -2 y—-5=-2(x+2)
y-5=-2x-4
2X+y-5+4=0
— —— x+y-1=0
4 it
No. 2 [
Y
4y
e
x
No.3 | Pasa por los puntos A(-4, |+ T T T 71711
i e e e
3yBE -9 IR 1 I R
[ttt T+ttt 1+t 1+
i e e e i e e S il st sl el e e o
RN
A A A A A
e e e e i S e S e i i S
IR R
TTT T T T T T T T T
rfFt+t+—+++—++++++-+++-++
Ftt—+ 44—+ 4+ 4+ + +—++
CE At
2 e e s e et e A Sy I
4+ 4+ 4+ + +—++ +—+ +—++
N L O A N A
NO.4 T T T T T T T T T T T T T T T1
4+ 4+ 4+ + +—++ +—+ +—++
Pasa por el punto A(O -3)Y | |4kt E4-FH-F 4+t
3 L L A S A R e e e
i i E— R T e
tiene pendiente m 4 T T
rrr+—r+r -t T
rt+t—+—++—+—*++ +-++ +—-++ +—++
IR R
FTT T T T T T T T T
rttt+—t 4+ttt -+ 1T+
e i T et it e et S S S S
FE T A P T
rr+f+—t+t++—+++-+++-+++-++
F++——+ 4+ + 4+~ + +——+
Chtt i it
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No. 5

T 1 T T 1T T T T 1T T 1T T T T TT
Frad—r 4=+ =+~ + +—— +
RSN ERNERRERN]
L A A A e B A
R e S e e e e e e S A A o

e R o S R

’TTTTT*TT‘T T’TT ‘FTTTT
A e e e A e e A S
IR R

R AR ek
L s A e A
4
+
=
—+-
4‘,

bt 4+

o

FHt
L A

e
[hit it

No. 6

No. 7

X-2y-6=0

Revision:

Observaciones:

20




La linea recta

Nombre

No. de lista Grupo

Turno Fecha

INSTRUCCIONES: Realiza lo que se pide en cada caso y entrega los resultados a tu profesor.

Obtén las ecuaciones de las siguientes rectas y grafica cada una de ellas:

RIS S\

~

8.

9.

10.
11.
12.
13.

Pasa por el punto A(Q, 5) y tiene pendiente m = -4,

Pasa por el punto B(2, 4) y tiene pendiente m = %a.

Pasa por los puntos C(-2, -3) y D(4, 5).

Pasa por los puntos E(-3, 5) y F(6, -4).

Cuya abscisa al origen es 6 y cuya ordenada al origen 3.
Intersecta al eje “x” en -5y al eje “y” en 8.

3
Cuya pendiente es m = —5 y la ordenada al origen es 8.

N , 5
Con angulo de inclinacion igual a 45° y la ordenada al origen es E .

Pasa por el punto F(5, 4) y es paralela a la recta cuya ecuacion es 2x -3y + 6 = 0.

Pasa por el punto G(-2, 3) y es paralela a la recta determinada por los puntos H(5, 3) y J(-4, 6).
Pasa por el punto K(-3, 2) y es perpendicular a la recta 5x -3y -5 = 0.

Pasa por el L(-3, -4) y es perpendicular a la a recta que une los puntos M(4, -2) y N(8, 2).

Es mediatriz del segmento formado por A(-2, 5)y B(6, - 3).

—~ =X

Obtén lo que se te indica en cada recta y grafica:

1.

2
3.
4

Las intersecciones con los ejes coordenados de la recta cuya ecuacion es 3x + 2y — 6 = 0.
La ordenaday la abscisa al origen de la recta cuya ecuacion es 3x -2y + 12 = 0.

La pendiente y la ordenada al origen de larecta 5x —y + 12 = 0.

La pendiente y la ordenada al origen de la recta 10x — 15y — 24 = 0.

Indica si los siguientes datos pertenecen a una recta.

1.

X -2 4 5 10 12

Y 112 -22 -7 -67 -98
2.

X -2 -1 0 1 2

Y -18 -14 -10 -6 -2
3.

X 2 4 6 8 10

Y 12 24 48 96 192

IV. Trazar la grafica de cada una de las siguientes rectas:

a) 4x—-6y+12=0 b)dy +11 =0 c)y=-2x d)x+5=0.
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La linea recta

2 q Nombre
=

D

‘ TAREA 3 No. de lista Grupo

Turno Fecha

1)

£

INSTRUCCIONES: Realiza en cada caso lo que se pide y entrega el reporte a tu profesor.

Construye la forma normal de la ecuacion de la recta, a partir de su ecuacion general encontrando el
valor de pyw, realiza su grafica.

a) x-5-5=0

b) 3x-4y+10=0

c) 3x-5y-24=0

d 2X-6y-4=0

Encuentra la distancia al origen de las rectas y graficalas:
a) 5x-8y-16=0
b) 3x-4y +25=0
c) 3Xx+4y-10=0

Una recta es tangente a un circulo de centro en el origen y radio igual a 10; si el punto de tangencia es
(-6, 8), determina la ecuacién en su forma normal.

Encuentra la ecuacion de la recta cuya distancia al origen es 7 y que pasa por el punto A(1, 7). (Doble
solucién).

Encuentra la distancia del punto A(-3, -2) alarectabx + 8y —-24 =0

Halla la distancia del punto B(-1, 7) alarectabx -2y + 6 = 0

Encuentra la distancia del punto A(-3, 5) alarecta2x—-y-8 =0

Encuentra el valor del radio de una circunferencia cuyo centro es el punto C (-2, 4) y es tangente a-a
recta3x—-4y +6 = 0

Encuentra el valor de la coordenada del punto P(x, 5) si la distancia a la recta cuya ecuacion es 3x +
4y — 6 = 0 es de 7 unidades.

Encuentra la distancia entre los siguientes pares de paralelas y graficalas:
a) 2X+3y-6=0y 2x+3y+2=0

b) x-3y+4=0y x-3y-5=0

c) y=-2x+5 ylarecta y=-2x -7
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La linea recta

2 & Nombre
& TAREA 4 No. de lista Grupo

1)

£

Turno Fecha

INSTRUCCIONES: Realiza lo que se te pide y entrega el reporte a tu profesor.

Dados los vértices del triangulo PQR cuyas coordenadas son P(-5, 6) Q(-1, -4) y R(5, 2) obtén las
ecuaciones de;
a) Sus lados
b) Sus Medianas
Sus Alturas
)

o O

)
Sus Mediatrices
) Sus Bisectrices

D

Dado el mismo triangulo del inciso anterior calcula las coordenadas del baricentro, ortocentro,
circuncentro e incentro.

Demuestra que los puntos cuyas coordenadas pertenecen al baricentro, ortocentro y circuncentro del
triangulo anterior son colineales, es decir, pertenecen a la recta de Euler.

Obtén las ecuaciones de las bisectrices de los angulos formados por la interseccion de las rectas
determinadas por las ecuaciones 3x -4y + 8 =0 y5x + 12y -15=0

Encuentra el punto de interseccion de las bisectrices de los angulos formados por las rectas 3x — 4y + 8
=0yb5x+12y -15=0

Encuentra el punto de interseccion de las mediatrices de los angulos interiores del triangulo cuyos lados
estan definidos por: 7x -y + 11 = 0, x+y-156=0y7x+ 17y + 65 =0
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La linea recta

Nombre

AUTOEVALUACION No. de lista Grupo

Turno Fecha

INSTRUCCIONES: De acuerdo a lo visto en clase contesta las siguientes preguntas, eligiendo la respuesta
correcta, rellenando totalmente el circulo que corresponda:

1. ¢Cuales son los elementos minimos que necesitas para graficar una recta”?

@ Un punto.

Un punto y el origen.

© Un punto y su pendiente.
® Un solo dato.

®

N

Una de las formas de la ecuacién de una recta es:

Pendiente-ordenada en el origen.
Punto-ordenada en el origen.
Pendiente-abscisa.

Abscisa ordenada al origen.

CIION)

w

¢Cuantos puntos minimos necesitas para graficar una recta?

Uno.
Dos.
Tres.
Cuatro.

CICIOX)

>

La forma general de la ecuacién de una recta es:

Ax+By+C=0
Y=Y, =m(X=-X;)
Y=mX+b

£+X:O
a b

® 086

o

La ecuacién de la recta que pasa por los puntos (1,1) y (2,5) es:

4X+Y+3=0
“4X+Y+3=0
4X-Y-3=0
4x-y+1=0

©06 @
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o2

La ecuacion de la recta que pasa por (-2,1) y tiene pendiente m = % es:

X+2Y-4=0
X+y+4=0
X+2Y-4=0
X +2y-1=0

CIION)

~

La recta cuya ecuacion es 2X + 3Y —6 = 0 corta al eje Y en el punto:

0.0
(0.-2/3)
0,2)

0, 3/2)

CICIOXE)

®

La pendiente de la recta cuya ecuacion es —3X + 2Y + 5 = 0 resulta ser:

3/2
2/3
-3/2
-2/3

CICICX)

©

La distancia del punto ( 2,1) a la recta cuya ecuacion es 4X + 3Y -6 = 0 equivale:

2
]
-2
-1
La pendiente de la recta que es perpendicular a la recta con ecuacion 2X+Y — 5 =0 es:

©®06 @

—
©

1/2
-2
-1/2
2

CICIID)

ESCALA DE MEDICION DEL APRENDIZAJE

........................................................................................................................... R
. .

> Si todas tus respuestas fueron correctas: excelente, por lo que te : Consulta las
invitamos a continuar con esa dedicacion. claves de :
respuestas enla :

> Si tienes de 8 a 9 aciertos, tu aprendizaje es bueno, pero es pagina 175.
necesario que nuevamente repases los temas. :

» Si contestaste correctamente 7 & menos reactivos, tu aprendizaje es
insuficiente, por lo que te recomendamos solicitar asesoria a tu
profesor.

..................................




La linea recta

—

£ =i %
{ .;._';‘ J EJERCICIO DE Nombre
\ ©* }REFORZAMENTO | No. de lista Grumo
| ] ~
Turno Fecha

INSTRUCCIONES: Realiza lo que se pide en cada uno de los ejercicios siguientes.

1. Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos dados y realiza la grafica correspondiente.
a) (-52)y (-
b) (2/3 5/2)
c) 05y

1,6)
y (-1/2,-2/3)
0)

3

2. Encuentra la ecuacion de la recta que satisface las siguientes condiciones y realiza la grafica
correspondiente.

a) (3,-1) y tiene pendiente m = 5.
b) (-5,4) y tiene pendiente m = -1/3.
c) (-1/3,-5/4) y tiene pendiente m = 2/5.

3. Encuentra la ecuacion de la recta que satisface las siguientes condiciones y realiza la grafica
correspondiente.

a) m = 8y ordenada en el origen igual a —-2.
b) m = 5/6 y ordenada en el origen igual a 1.
c) m = -3/5y ordenada en el origen igual a —1/2.

4. Encuentra la ecuacion de la recta que satisface las siguientes condiciones y realiza la grafica
correspondiente que pasa por el punto.

a) (1,1) y es paralela a la recta que une los puntos (3,4) y (6,1)
b) (-2,-2) y es perpendicular a la recta que une los puntos (0,3) y (3,5).
c) (-3,6) y es paralela a la recta que tiene pendiente m = 9.
d) (-1,2) y es perpendicular a la recta que tiene pendiente m = 5/2.
e) (-1,-4) y es paralela a la recta cuya ecuacion es 2X + Y -1 = 0.
(

2,5) y es perpendicular a la recta cuya ecuacion es X + 2Y + 3 = 0.
5. Encuentra la distancia del punto:

) (3,1) alarecta cuya ecuacion es 3X + 4Y + 2 = 0.

(-1,5) a la recta cuya ecuacion es 2X - 3Y - 1 = 0.

c) Que resulta de la interseccion de las rectas cuyas ecuaciones son
2X+3Y-7=0y X-Y-1=0alarecta cuya ecuacion es
4X+3Y-7=0.

ce

99



Matematicas Il

6. Realiza la gréfica de las rectas cuyas ecuaciones son dadas y encuentra la distancia al origen de cada
una de ellas:
a) 2X+5Y+ 10=0.
b) -3X+Y +5=0.
c) -5X-Y +1=0.
d X-Y+9=0
) 7X+4Y +8=0.
f) 4x-3y =0.
g)2y+3=0
h) 3x-6=0

e

7. En el triangulo cuyos vértices son los puntos (3,9), (5,3), (9,7) encuentre:

a) Las ecuaciones de los lados.

b) Las ecuaciones de las alturas.

c) Las ecuaciones de las medianas.

d) Las ecuaciones de las bisectrices.
) Las ecuaciones de las mediatrices.

(b)(h)
At

e
f) Su érea, utilizando la férmula 4 =

g) El centro de la circunferencia circunscrita.

8.  Enlaforma general de la ecuacion de una recta AX + BY + C = 0. Realiza la grafica correspondiente a
los siguientes casos:

a) Cuando A =0.
b) Cuando B = 0.
c) Cuando C = 0.
d) CuandoA=0 yC = 0.
e) CuandoB=0yC = 0.

Revision:

Observaciones:
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Unidad 3

La circunferencia

Objetivos:

El alumno:

Resolvera problemas tedricos o practicos
relativos a la circunferencia, a partir de su
caracterizaciéon como lugar geomeétrico,
que permita aplicar e integrar sus
propiedades, graficas y sus ecuaciones
ordinarias y general, recuperando los

iCoémo es posible que las matematicas, conceptos, tecnicas y procedimientos,
un producto del pensamiento humano geomeétricos y anal|t|cosl, sobre puntos,
independiente de la experiencia, se adapten rectas y segmentos, asi como ejecutar

. ; , los cortes que se juzguen convenientes
tan admirablemente a los objetos de la realidad! g uzg Lo
para obtener las conicas, y contribuira a

generar un ambiente escolar que
favorezca el desarrollo de actitudes de

Albert Einstein iniciativa, responsabilidad y colaboracion S
hacia el entorno en que se desenvuelve.
N
oY
Temario: o

3.1. Circunferencia y otras secciones conicas.
3.1.1. Cortes en un cono para obtener
circunferencias y elipses.
3.1.2. Cortes en un cono para obtener una
parabola.
3.1.3. Cortes en un cono para obtener una
hipérbola.
3.2. Caracterizacién geométrica.
3.2.1. La circunferencia como lugar geométrico.
3.2.2. Elementos asociados con una
circunferencia.
3.2.3. Formas de trazo a partir de la definicion.
3.3. Ecuaciones ordinarias de la circunferencia.
3.3.1. Circunferencia con centro en el origen.
3.3.2. Circunferencia con centro fuera del
origen.
3.4. Ecuacién general de la circunferencia.
3.4.1. Conversion de forma ordinaria a forma
general.
3.4.2. Conversion de forma general a forma
ordinaria.
3.5. Circunferencia que pasa por tres puntos.
3.5.1. Condiciones geométricas y analiticas
para determinar una circunferencia.
3.5.2. Obtencion de la ecuacion dados tres
puntos.
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3 CIRCUNFERENCIA Y OTRAS
" » SECCIONES CONICAS

Existe un grupo de lineas curvas, que los griegos llamaron cénicas, que por
sus caracteristicas especfficas tienen una aplicacion muy amplia en la ingenierfa,
en la industria, en la comunicacion, etc.

A este tipo de lineas se les da el nombre de conicas, por la forma como se
generan.

Al cortar con un plano a uno o dos conos unidos en sus Vvértices, se obtienen
las siguientes figuras: la circunferencia, parabola, elipse e hipérbola. Veamos
primeramente cémo obtener circunferencias y elipses.

3.1.1. Cortes en un cono para obtener circunferencias y elipses.

La circunferencia se obtiene haciendo el corte, con el plano en forma horizontal:

Es muy probable que la conica mas
conocida sea la circunferencia, ya que se
circunferencia encuentra en una gran cantidad de objetos,
utensilios, herramientas, etc. Tales como:
botones, monedas, artesanias, autos, platos,
tapas, etc. Ademéas en otros cursos de
mateméaticas se ha manejado, aunque con
un enfoque geométrico, sus caracteristicas y

cono

plano los elementos que la integran, como: el
centro, radio, diametro, cuerda, tangente,
etc.

Cuando el corte se hace en forma diagonal, se obtiene la elipse.

Cono . L .
/ La elipse tambien es posible encontrarla en la
naturaleza, tal es el caso de los planetas que

Elipse . L .
siguen Orbitas elipticas alrededor del sol, en la

\ Plano industria y en la relojerfa, la encontramos también
— en resortes y engranes de muchos productos.
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a

3.1.2. Cortes en un cono para obtener parabolas.

Si el corte se hace de forma inclinada, paralelo al lado del cono, se obtiene la
curva llamada Parébola.

Cuando se lanza una pelota o una piedra con un cierto angulo de inclinacion, la
trayectoria que sigue es la de una curva llamada parédbola, esta curva tiene una
gran cantidad de propiedades, que son aplicadas, por ejemplo en las llamadas
antenas parabdlicas, sean receptoras o emisoras, en focos de los automoviles, etc.
También es comun verla en la naturaleza, en la trayectoria seguida por algunos
cometas, etc.

3.1.3. Cortes en un cono para obtener hipérbolas.

Si se colocan dos conos unidos en sus vértices y se cortan ambos con un plano
vertical, se obtiene la hipérbola.

La hipérbola también tiene multiples aplicaciones; una de ellas la realizan los pilotos
de avion para determinar su posicion. Ellos reciben sefiales de tres posiciones
conocidas y con ciertos célculos sencillos saben donde se encuentran. Es
importante en balistica, para localizar el lugar desde donde se hace un disparo, en
Fisica se sabe que si se disparan particulas alfa hacia el nlcleo de un dtomo, éstas
son repelidas siguiendo una trayectoria hiperbdlica.

Todos estos ejemplos son una peguena muestra de las multiples aplicaciones
practicas que se pueden dar a las conicas.

1. Efectuar en conos de papel plegados longitudinalmente, los cortes que
generan circunferencias y elipses y explicar por qué la circunferencia
constituye un caso particular de la elipse.

2. FEfectuar en conos de papel plegados longitudinalmente, los cortes que

generan parabolas e hipérbolas.

\

\

| —
e e e S

EJERCICIO 1
2

\\@

Para saber més y fortalecer el
tema visita el sitio
http://wmatem
.eis.es/~mathpag/INICIALES/mar
co_pricipal.htm

TAREA 1

Pégina 129.
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3 CARACTERIZACION
+ &« GEOMETRICA

La circunferencia es, después de la recta, una de las figuras mas
estudiadas en geometria elemental, ya que su trazo es muy simple y sélo se
requiere de un compas. En este tema se verd primeramente a la
circunferencia como lugar geométrico, enseguida algunos de los elementos
asociados con ella y después algunas formas de trazo a partir de su
definicion.

3.2.1. La circunferencia como lugar geométrico

Radio  Definicion: Circunferencia es el lugar geométrico del conjunto de los puntos del
plano, tales que su distancia a un punto fijo, llamado centro, es siempre igual a una
¥ constante, llamada radio.

Desde el punto de vista algebraico, a diferencia de las rectas que son ecuaciones

de primer grado, una circunferencia queda representada por una ecuacion de
segundo grado con dos variables, por ejemplo  x* + y? - 4x + 6y — 27 = 0.

Semicircunferencia: Mitad de una circunferencia.

D

Semicircunferencia

El circulo es la superficie plana limitada por la circunferencia.

o

Circulo

Semicirculo: Mitad de un circulo.

C

Semicirculo
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La circunferencia

3.2.2. Elementos asociados con una circunferencia.

Elemento Representacién grafica

Radio: Segmento que une el centro
del circulo con un punto de la

circunferencia. Radio

&

Cuerda: Segmento que une dos
puntos de la circunferencia.

g

Diametro: Es la cuerda de mayor
longitud, pasa por el centro y equivale
al doble del radio.

Diametro

>

Arco: Parte de la circunferencia
comprendida entre dos puntos de ella.

Arco

)

Secante: Recta que intersecta a la
circunferencia en dos puntos.

Secante

v

Tangente: Recta que intersecta o que Tangente
“toca” a la circunferencia en un punto.

O
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Angulo central; Angulo formado por
dos radios.

: % ﬁmgulu central

Angulo inscrito: Angulo formado por
dos cuerdas que tienen como punto

comun un punto de la circunferencia.

@ﬁmguanscrm

Sector circular: Parte del circulo
comprendida entre dos radios y el
arco comprendido por ellos.

: Sector circular

Segmento circular: Parte del circulo
comprendida entre una cuerda y el
arco que comprende.

Segmento circular

Cuerda\

Es importante tener presentes las siguientes propiedades de la circunferencia:

Propiedad

Gréaficamente

Si un angulo inscrito en una
circunferencia subtiende al
diametro, es un angulo recto.

c
ﬁmguln Cesdedld”
B

A
AE es diametro

La mediatriz de una cuerda
cualquiera de la circunferencia
pasa por el centro.

O
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La circunferencia

Tres puntos determinan una
circunferencia y su centro es el B
punto de interseccion de las c

mediatrices de dos de sus
cuerdas.

Lg recta tangente a la Perta
cwcunfergnma en un punto es radial
perpendicular a la recta radial que g

pasa por el punto de tangencia

Tangente

Longitud y area

Recordaras que en geometria elemental viste como obtener el perimetro y el
area de un circulo por medio de:

2

P=2rr y A=rr

Si se trata de una circunferencia, obtendremos su longitud L en lugar de su
perimetro, la cual esta dada por:

L=2rr.

Pero si lo que buscamos es la longitud de un arco de circunferencia, con un
angulo central 6, esta dada por:

L=r6

Donde 6 esta expresado en radianes. Cuando buscamos el area de un sector
circular, por ejemplo una rebanada de pizza, utilizamos:

A=lr2l9
2
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Ejemplo 1. (Cual es, aproximadamente, el perimetro y el area de una moneda de

cinco pesos?

Medimos con una regla el radio de la moneda y resulta alrededor de 1.25 cm.

Por lo que:

7.8539 .

2rr=2r(1.25)

P =

2 -
(1.25)* =4.9087

A = 11’

Ejemplo 2. {Cuél debe ser el radio de la circunferencia si se va a hacer un aro

con un alambre con una longitud de 95 cm.”?

L=2rr
L

r =

27T

r =§ =15.1197 cm.

27,

Ejemplo 3. ¢Cuél es la longitud de un arco de circunferencia donde

7o ., , .
— ? ¢Cuél es el area de sector circular?

"4
r6 = 45" b= 35.3428 km.

r=45 km. y @
L

0O

=1 (45)2HH= 705 2156 km?
2" up

A=1r20
2

3.2.3. Formas de trazo a partir de la definicion.

El trazo de una circunferencia es uno de los mas simples. Este se puede hacer,

por ejemplo, con un clavo o tachuela y con un hilo tal como lo hacen los
rdineros, pero obtendras graficas mas precisas utilizando un compas.

=4

Ejemplo 1. Tiene su centro en C (2,1) y radio r
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La circunferencia

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

\\\\\\\\\\\\\\\\\

Ejemplo 2. Tiene su centro en el origen y pasa por el punto P(3,4)

Ejemplo 3. Tiene su centro en C(-4,2) y es tangente al eje X.

109

EJERCICIO 2
TAREA 2
Pagina 131.

._

yr==6u.

3
Dibuja un circulo de area: a) 20 U2 b) 167, u? c) 497 U2

7

Traza la grafica de una circunferencia de centro en el origen y que tiene

Traza una circunferencia cualquiera, toma tres de sus puntos y localiza su
un diametro de 8 u.

Traza la grafica y determina la longitud de la cuerda L y el area A del
centro.

Dibuja una circunferencia de longitud: a) 3,1416 u. b) 45 u. ¢) 100 u.
Traza un arco de circunferencia cualquiera y localiza su centro.

sector circular, si @

1)
2)
3)
4)
5)
6)
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ECUACIONES ORDINARIAS

3 . » DE LA CIRCUNFERENCIA
/

Cuando en astronomia se logra observar las posiciones de un cuerpo que gira
alrededor de otro en érbita circular (o eliptica), es posible determinar la ecuacion
de su trayectoria y asf predecir en qué momento pasara por un punto que sea de
interés para el cientifico.

Asi como para determinar la ecuacidon de una recta vimos que era necesario
conocer un punto por donde pasa y su pendiente, para encontrar la ecuacion de
una circunferencia es necesario conocer su centro y su radio utilizando para ello
la ecuacion ordinaria de la circunferencia. Veremos, en primer término, la
ecuacién de una circunferencia con centro en el origen, y después su ecuacion
cuando el centro de la circunferencia estd en cualquier punto del plano
cartesiano.

3.3.1 Circunferencia con centro en el origen.
Obtencion de la ecuacion conocido el centro y el radio.
Si el centro de la circunferencia de radio r es el origen, O(0,0), su ecuacion esta

dada por:

x2+y2:r2

Ya que la distancia del origen al punto P es:
d(OP)=r
JE=0)2+(y-0)* =7

2

x2+y2:r

la cual se conoce como forma candnica de la
ecuacién de la circunferencia.

Dado que Circunferencia es el lugar
geométrico de los puntos del plano, tales que
su distancia a un punto fijo, llamado centro, es
siempre igual a una constante, llamada radio,
cualguier punto P(x, y) que satisfaga la
ecuacion esta en la circunferencia o pertenece
a la circunferencia.
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Ejemplo 3. Encuentra la ecuacién de una circunferencia que tiene su centro en el
origen y que pasa por el punto P(5,2).

Obtengamos primeramente el radio de la circunferencia; puesto que la
circunferencia pasa por el punto P(5,2) se cumple que:

x2 +y2 :r2
(57 +()* =7
25+4 =7

V29 =r

Una vez que conocemos su radio, su ecuacion resulta:

x2+y2 =’
x4yt =(29)°
x> +y* =29
x>+ -29=0

¢Pertenece el punto T(-2, - 5) a esta circunferencia? épor qué?

Obtencion del centro y el radio a partir de la ecuacién.

Por otro lado si se conoce la ecuacién de una circunferencia con centro en el

origen es facil determinar su radio transformando la ecuacion a su forma
canonica.

Ejemplo 1. Determina el centro y el radio de la circunferencia cuya ecuacion es

x*+y°=-20=0.
x>+ =-20=0
x*+y? =20
x2+y2=r2

de donde r? =20

C(0,0) y r =420 = J(A)(5) =245
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Ejemplo 2. La ecuacién de una circunferencia es 5x° +5y° —45=0. Trazar su
grafica y calcular su longitud.

Encontremos, primeramente su centro y radio

5x* +5y° —45=0, simplificando

x*+y°-9=0
x2+y2:9
x2+y2=r2

dedonde r* =9 ’ ’
C(0,0) y r=+/9 =3

Su longitud es:

L=27r=27(3)=67 =18.8495 u +

1. Completa la siguiente tabla:

Centro Radio Ecuacion EJERCICIO
C(0,0) r=8 | EJERCICIOS
C(0,0) r=v7
C(0,0) r="%
x> +y*-36=0
9x> +9y* —49=0
x*+y? =625

2. Uno de los diametros de una circunferencia tiene por extremos a los puntos
A(-6,8) y B(6,-8). Traza su gréafica y determina su ecuacion.

3. Traza la gréfica y encuentra el area del circulo limitado por la circunferencia
x*+y°-16=0.

4. Traza la gréfica y encuentra las coordenadas de cuando menos 10 puntos

. . 2 2 —
que pertenezcan a la circunferencia x” +y~ —=25=0
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3.3.2. Circunferencia con centro fuera del origen.

Obtencién de la ecuacion a partir del centro y el radio.

Si el centro de la circunferencia de radio r es el origen, C(h,k), su ecuacion esta
dada por:

(x=h)’ +(y=k)* =7
Ya que:
d(CP)=r

Ja=hy +(y=k)* =r
(x=h)? +(y=k)* =r?

la cual se conoce como forma ordinaria de la ecuacién de la circunferencia

Ejemplo 1. Encontrar la ecuaciéon de la circunferencia con centro en C(3, -2) y

radio r=@.

Si el centro C(h, k) es C(3, -2), entoncesh =3 yk =-2

(x=h)* +(y—k)* =r’
(x=3)" +(y+2)* =(¥29)’
x*—6x+9+y° +4y+4=29
x*+y? —6x+4y-16=0
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¢Pertenece el punto P(5, 3) a la circunferencia?

(5 +(3)° -6(5)+4(3)-16=0
25+9-30+12-16=0
0 =0, sipertenece.

¢Cuales son las coordenadas de los puntos Q y R que tengan abscisa 1y que
pertenezcan a la circunferencia?
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Ejemplo 2. Encontrar la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro en el
punto C(-1,3) y que es tangente al eje X.

Si es tangente al eje X resulta que su radio es r= d(CT) = 3, por lo tanto su
ecuacion sera:

(x=h)’ +(y—k)’ =r’

(x+1)?+(y=3)*=(3)

xP+2x+1+y° —6y+9=9
x? +y2 +2x-6y+1=0

Obtencion del centro y el radio a partir de la ecuacion.

Cuando se tiene la ecuacion de una circunferencia en su forma ordinaria
(x=h)*+(y—k)?=r’
Podemos obtener directamente su centro C(h, k) y su radior.

Digamos que la ecuacion de una circunferencia es

(x=5>+(y+4)* =121

Entonces su centro es C(5, -4) y suradio » =+/121 =11

También, si conocemos la ecuacion de una circunferencia, en su forma general,
es posible determinar su centro y su radio transformando la ecuacion a su forma
ordinaria, asociando los términos en cada variable, completando los trinomios
cuadrados perfectos correspondientes y simplificando la ecuacion.
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Ejemplo1. Encontrar el centro y el radio de la circunferencia.
X'+ +4x—-6y+2=0

Primeramente, asociamos términos y restamos 2 en ambos miembros de la
ecuacion.

xP+dx+y’ —6y=-2
Después, completamos los trinomios y simplificamos.
X +4x+(2)° +y* =6y +(-3)’ =-2+4+9
(x+2)+(y-3)° =11
Por lo que podemos decir que su centro es C(-2, 3) y su radio r = \/ﬁ .

Ejemplo 2. Encontrar el area del circulo limitado por la circunferencia cuya
ecuacion es: 4x° +4y? +20x +12y -15= 0.

Simplifiguemos la ecuacién y asociemos términos.
15
x*+5x+y* +3y =?

completemos los T.C.P.

. +5x+@g+y +3y+5§g 15,25 9

4
e
: -t : TAREA 3
2 q
De donde resulta que el centro es C B—i,—EHy suradio r = ﬁ = Z &&
[ 2 2L 4 2 7|
o S
4 Yo
Por lo que el 4rea buscada es: 4 = 77° = IT[B;—E = %T =38.4845 u’® Pagina 133
1. Completa la siguiente tabla:
CENTRO RADIO ECUACION LONGITUD AREA
C(-4,3) r=7
C(2, 5) r=4.5 EJERCICIO 4
C(0, 0) y= \/g —
-2 + (y+4)* =9
X+3)° + (y-0° =7
C(0. 6) 257 @2

2. Encuentra el centro y el radio de la circunferencia cuya ecuacion es:
a) X* + y*- 10x+14y +10= 0; b) 4%* + 4y* + 32x -12y + 9= 0.

3. Determina el area del semicirculo limitado por: x* + y*- 8x - 20 = 0.
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3 ECUACION GENERAL DE LA
. “T. CIRCUNFERENCIA

Sl observas las caracteristicas de las ecuaciones de las circunferencias, ya sea
con centro en el origen o en cualquier otro punto del plano, te daras cuenta de
que son ecuaciones tipo polinomial, de dos variables y de segundo grado y que
son un caso particular de la ecuacion general de segundo grado con dos
variables:

Ax* +Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0

Por medio de la cual se puede representar a las coénicas (circunferencias,
paréabolas, elipses e hipérbolas). En el caso de la circunferencia se cumple que:
A=CyqueB =0.

3.4.1 Conversion de forma ordinaria a forma general.

Si desarrollamos la ecuacion ordinaria de una circunferencia obtenemos la
ecuacioén en su forma general.

(x=h)* +(y—k)* =1
x> =2hx+h’ +y* =2ky+k’ =17
x>+t =2hx—-2ky+h*+k’-r> =0

Slhacemos D =-2h, E=-2k,y F =h*- k*- r*;laecuacion queda:
x*+y*+Dx+Ey+F =0

A la cual le llamamos forma general de la ecuacion de la circunferencia.

Si el centro de la circunferencia esté en el origen, C(0, 0), entonces D=0y E=0,
la ecuacion es de la forma:

x*+yP+F =0

Si el centro de la circunferencia esta sobre el eje X, C(h, 0), E = 0, la ecuacion
es de la forma:

x*+y°+Dx+F=0

¢Cémo es la forma de la ecuacion de una circunferencia con centro sobre el eje
Y, C(0, k)?

En la ecuacion de una circunferencia en su forma general, los coeficientes de los
términos de segundo grado son idénticos, en este caso ambos equivalen a la
unidad, aunque esto no es necesario, basta con que A = C en la ecuacion
general de segundo grado, ya que si éstos valores son iguales la ecuacion se
puede simplificar de tal manera que los coeficientes se reduzcan a uno.



La circunferencia

Ejemplo 1. Obtener la ecuacion de la circunferencia con centro en C(-2, 5) y
radio r= 3 en su forma ordinaria y en su forma general.
Forma ordinaria: (x —h)*> +(y —k)> =r’

(x+2)" +(y=5)" =(03)’

Formageneral: x° +y° +Dx+Ey+F =0
D=-2h=-2(-2)=4
E=-2k=-2(5)=-10
F=h>+k>=r’=(=2"+(5)°-(3)°=4+25-9=20

x*+y* +4x-10y+20=0

Ejemplo 2. Obtener la ecuaciéon en su forma general de una circunferencia con
centro en C (-4, 0) y radio » =+/19 .

Formageneral: x° +y”> +Dx+Ey+F =0
D=-2h=-2(-4)=8
E=-2k=-2(0)=0
F=h>+k>=r’ =(-4)> +(0)* -(419)> =16 +0-19 = -3

x*+y*+8x-3=0

Por lo visto anteriormente podemos establecer que una circunferencia siempre
queda representada por una ecuacién de la formax® + y2 +Dx+Ey+F =0,

pero, No hecesariamente se cumple lo contrario, esto es, una ecuacion de este tipo
puede no representar una circunferencia como veremos enseguida.

3.4.2 Conversion de forma general a forma ordinaria.

Hay ocasiones que en vez de pedirmnos la ecuacion de la circunferencia se nos
solicita obtener sus elementos y hacer la gréafica, para ello, requerimos como dato
inicial la ecuacion, representada en forma general, o sea:

x*+y*+Dx+Ey+F =0

Para obtener sus elementos a partir de esta ecuacion, necesitamos transformarla a
su forma ordinaria, para ello podemos seguir los siguientes pasos:

1. Ordenar los términos de la forma general, agrupando a las variables que sean
iguales:
*+Dx) +(/*+ Ey) = -F
2. Se completan los trinomios cuadrados perfectos, agregando los términos:
D’ E’
FERY
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A ambos lados de la igualdad:

2 2 2
+Dx+_ +Ey+E_ _D_ E__F
4 4

3. Factorizando se transforman los trinomios cuadrados perfectos en binomios al
cuadrado:

B(+Qg+Hy+EHZD2+E2—4F
[ 20 O 2

4

Quedandonos asi expresada en la forma ordinaria (x —4)* +(y —k)* =r?
Donde:

, _D’+E’-4F
4
el centro C(h,k)y el radio r son en este caso:

r

2 2 _
L _ER D +]_Z 4F

La cual representa la ecuacidon de una circunferencia sélo si el miembro de la
derecha, que nos representa r?, es mayor que cero. (*>0).

En el caso de que r sea igual a cero (*=0), significa que el radio es cero y la
ecuacion representa a un punto, de coordenadas (h,k).

Si # es menor que cero (#<0), la ecuacién no representa ninglin punto real.

Estas tres condiciones las podemos resumir en la siguiente tabla:

r=>0 2 =0 r? <0

CIRCUNFERENCIA PUNTO NO HAY GRAFICA
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La circunferencia

Ejemplo. Determinar que tipo de grafica representa la ecuacion
x*+y* +8x—6y+25=0.

EnestecasoD =8 E=-6 y F =25, dedonde:

cHD _EL H8 _“OH gy
02 20 02 20

. :\/D2 +E> —4F :\/(8)2 +(-6)" —4(25) _
4 4

Por lo que la ecuacion representa Unicamente un punto C(-4,3).

1. Completa la siguiente tabla:

CENTRO | RADIO EC. FORMA ORD. | EC. FORMA GENERAL
C(-1,4) r=6

CO5 | ,— Jio

G2 -5 =7

(x—6)? +y* =144

X2+ y?-2x +6y -6 =0
X+ y?-3x + 5y -8 =0

2. Escribe una ecuacién en forma ordinaria y en forma general que
represente a un punto.

3. Determina qué representan graficamente cada una de las siguientes
ecuaciones:
)X+ Yy -20x+8y +117=0 b) X*+y*+ 12x -6y + 45 =0

EJERCICIO 5

N

TAREA 4
2% q
=

&/

Pagina 135.
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3 CIRCUNFERENCIA QUE PASA
+\/« POR TRES PUNTOS

Cuando estudiamos la linea recta vimos que dos puntos determinan su gréafica y
con ellos podemos obtener su pendiente y su ecuacion, pero, éseran suficientes
dos puntos para determinar una circunferencia y encontrar su centro y su radio?
La respuesta es no, ya que por dos puntos podemos trazar una cantidad
indefinida de circunferencias que pasen por los mismos.

En el tema 2 de esta unidad mencionamos que tres puntos determinan una
circunferencia y conociéndolos se puede determinar su centro y su radio y por lo
tanto su ecuacion.

3.5.1 Condiciones geométricas y analiticas para determinar una
circunferencia.

Resulta claro que por un punto A podemos trazar un ndmero
infinito de circunferencias.

/_\A
Lo mismo que por dos puntos Ay B.
E
B
=
A

Pero por tres puntos A, B y C, podemos trazar
Unicamente una circunferencia.
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La circunferencia

Esto quiere decir que, geométricamente una circunferencia queda determinada
por tres puntos no colineales, es decir, tres puntos A, B'Y C que no estén en una
misma recta y su centro sera el punto de interseccion de las mediatrices de dos
de sus cuerdas.

Una vez encontrado el centro de la circunferencia, para determinar su radio lo
podemos hacer determinando la distancia del centro a cualquiera de los tres
puntos por los que pasa la circunferencia.

Ahora bien, puesto que toda circunferencia se puede representar por una
ecuacion de la forma general x>+ y>+Dx+Ey+F =0, si un punto

pertenece a dicha circunferencia satisface su ecuacion, por lo que al sustituir los
tres puntos conocidos obtendremos tres ecuaciones con las 3 incégnitas D, E 'y F
(sistema 3X3) y analiticamente la circunferencia estd determinada cuando el
sistema sea consistente, es decir que tenga soluciéon y que sea Unica.

3.5.2 Obtencion de la ecuacion dados tres puntos.

Con los siguientes ejemplos veremos dos formas distintas para encontrar la
ecuacion de la circunferencia donde se conocen tres puntos no colineales por los
que pasa o que le pertenecen.

Ejemplo 1. Encontrar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos
P(1,4), Q9,8) y R(11,4).

Encontremos, primeramente la ecuacion de la mediatriz de la cuerda PQ.

El punto medio del segmento P(1,4) y Q(9,8) es

6 Meq(5.6)

Su pendiente es
- -4 4 1
mlzme:y2 y1=8 ===
x-x 9-1 8 2

Por lo que la pendiente de su mediatrizes m, = -2

La ecuacién la mediatriz es:

y- oy =m(x- x))

y—6=-2(x-5)
y—6=-2x+10
| 2x+y-16=0 |
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Ahora, encontramos el punto medio de la cuerda Q(9,8) y R(11,4).

x1+x2:9+11:10 y:y1+y2:8+4:
2 2 2 2

X =

6 Mqr(10,6)
Su pendiente es:

m, =m :yz_y1=4_8=
PR x -x, 11-9

__4_2
2

Por lo que la pendiente de su mediatrizes m, = —

La ecuacién la mediatriz es:

Y- :m(x- xl)

1
y—6—§(x—10)
2(y—-6)=x-10
2y—-12=x-10
-x+2y-2=0

| x-2y+2=0 |

Ahora, como el centro C(h,k) es el punto de intersecciéon de las dos mediatrices,
para encontrarlo resolvemos el sistema 2X2 resultante:

Rx+y-16=0(2)

[l

x—2y+2=0 (1)

4x- 2y-32=0
x—2y+ 2=0
Sx -30=0
5x =30
x=6
Para obtener y sustituimos x = 6 en la primera ecuacion.

2x- y-16=0

2(6)+y-16=0

12+y-16=0
y=-12+16
y=4
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Por lo que el centro C(h,k) =C(x,y) =C(6,4) tal como se
muestra en la siguiente figura.

Enseguida, obtendremos el radio de la circunferencia __\
utilizando el centro y cualquiera de los tres puntos.
C(6,4)y Q(9,8)

rt=(x=h)’ +(y-2)°

r’ :(9—6)2 +(8—4)2 =9+16=25

r=425=5

Observando la figura es facil darse cuenta que la !

distancia del centro a P y del centro a Q también es 5.

Finalmente, con el centro C(6,4) y el radio r = 5

obtendremos la ecuacioén de la circunferencia.
(x=h)*+(y-k)* =r’ B
(x=6)* +(y=4)* =(5’ A
xP+y*-12x-8y+27=0

En la figura también podemos ver que ﬁ es el doble del radio por lo que el
angulo inscrito Q subtiende al diametro y por lo tanto es un angulo recto o mide
9Q0°.

Ejemplo 2. Encontrar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos
P(1,4), Q(9,8) y R(11,4).

La ecuacion de la circunferencia es de la forma:
x*+y’+Dx+Ey+F =0
El punto P(1,4) satisface su ecuacion, por lo tanto:

(D° +(#)* +D)+E@)+F =0
I + 16+D+4E+F =0
D+4E + F=-17

Con el punto Q(9,8) se obtiene

(9)° +®8)* +DO)+E®)+F =0
81+ 64 +9D +8E +F =0
9D +8E + F =145
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Y con el punto R(11,4) obtenemos:

(ID>*+@#)>+D(D)+E4A)+F =0
121+ 16 +11D +4E +F =0
11D + 4E + F =-137

Asi, para encontrar el valor de D, E y F podemos resolver el sistema tres por tres
por el método de determinantes (o regla de Cramer) visto en el matematicas 1.

O D+4E+F =-17
20D +8E + F =145
HiD+4E+F =-137

1
9
1

A 0 P+

1 4 1
A={9 8 1
11 4 1]1

A =8+44+ 36 -88-4-36=-40

-17 4 1| -17 4
A, =|-145 8 1|-145 8
~137 4 1/-137 4

A, =-136-548-580 + 1096 + 68 + 580 = 480

1 -171 1 =17
A, =19 —-145 1 9 -145
11 =137 1 11 -137

A, =-145-187 -1233 + 1595 + 137 +153 = 320

1 4 -171 4
A, =9 8 -145 9 8

11 4 -137|/11 4
AF =-1096 - 6380 - 612 + 1496 + 580 + 4932 = -1080
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La circunferencia

De donde resulta:

=20 -0 gy
A -40
A, 30
A -40
F_A_F_ﬂ:27
A - 40

Por lo que la ecuacién de la circunferencia resulta ser:
2 2 —
x“+y " +Dx+Ey+F =0

x> 43> -12x-8y+27=0

Como podemos ver se obtiene la misma ecuacion por cualquiera de los dos
metodos.

Resuelve los siguientes problemas:

1. Encuentra la ecuacion de la mediatriz del segmento P(-2, 1) y Q(6,5)
utilizando su punto medio y pendientes.

2. Encuentra la ecuacion de la mediatriz del segmento P(-2, 1) y Q(6,5)
utilizando que d(CP) = d(CQ).

3. Obtén la ecuaciéon de la circunferencia que pasa por los puntos A(-1,4) y
B(3,-2) y que tiene su centro en la recta cuya ecuacién es x + 2y + 4 = 0.

4. Obtén la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro sobre el eje X y
que pasa por (-2, 3) y (4,5).

5. Encuentra la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos K(-2,-3),
L(3,2) y M(6,1).

6) Encuentra la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos R(-1,3),
S(7,7) y T(9,3), utilizando: d(CR) = d(CS) y d(CR) = d(CT).

iOjo! Recuerda que
debes resolver la
autoevaluacion y los
ejercicios de @
reforzamiento; esto te <O)
ayudara a enriquecer

los temas vistos en

EJERCICIO 6

TAREA 5

A
S

Pagina 137.
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La circunferencia

9\~ Nombre

ﬁ TAREA 1 No. de lista Grupo

—

Turno Fecha

INSTRUCCIONES: En equipo, realiza lo siguiente:

Elabora un dibujo donde se ubiquen los principales elementos de un cono.

Investiga las férmulas para calcular el area y el volumen de un cono y plantear y resolver 3 ejemplos
donde se apliquen.

Investiga con Arquitectos e Ingenieros (Industriales, Mecanicos, Civiles, Etc.), situaciones préacticas
donde se utilicen las cénicas.

Revision:

Observaciones:
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La circunferencia

Nombre

No. de lista Grupo

Turno Fecha

INSTRUCCIONES: Utilizando, regla, compas y papel cuadriculado o milimétrico, realiza lo siguiente:

1. Traza la grafica de cada circunferencia:

(-3,-2) yr= 4.

(4,-3) y tangente al eje Y.

(5,-4) y tangente al eje X

(2,1) y pasa por el punto P(-2,6).

Didmetro con extremos en A(1,-4) y B(7,4).

f) C(-1, 2) y tangente a la recta 4x + 3y -12 = 0.

g) Pasa por los puntos A(-3,2), B(1,6) y C(7, 4)

a)C
b) C
C
C

V\_/\/\_/v

c
d
e

2. Traza la gréfica y determina la longitud de la cuerda L y el area A de un sector circular si:

a)r:7,9:£

6
b)r=12,9:£
4
c)r:1,<9=£
2
d)r=40,6’=z
3
Jr=13, 6227 fr=2 5:3:.

Revision:

Observaciones:
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La circunferencia

Nombre

No. de lista Grupo

Turno Fecha

INSTRUCCIONES: Utilizando, regla, compas y papel cuadriculado o milimétrico, realiza lo siguiente:

1. Obtén las ecuaciones de las circunferencias cuyo centroes Cy el radio es r:

a) C0O,0yr=6

b) CO,0yr=425
c) C(-2,-5)yr=9

d) C5B,-2yr=15

e) C-1,4)yr=%

) C(3 ) yr=A13

2. Obtén, en su forma general, las ecuaciones y traza la grafica de cada circunferencia:

a) Su centro esté ubicado en C(2, -5) y que pase por el punto (3, -4).

b) Tiene su centro en el origen y pase por el punto (8, -6).

c) Uno de sus diametros esta dado por los puntos A(-6, 5) y B(4, -3).

d) Uno de sus diametros esté definido por los puntos D(7, -2) y E(3, 6).
e) Tiene su centro en C(-4, -6) y es tangente al eje .

f)  Tiene su centro en C(-4, -6) y es tangente al eje X.

g) Centro en el punto (-4, 2) y sea tangente a larecta 3x + 4y — 16 = 0.
h) Tiene su centro en (-2, 3) y sea tangente a larecta 20x 21y - 15 =0

=

Tiene su centro en el origen y tangente a la recta 8x 15y — 12 = 0.
Centro en el punto de interseccion de las rectas 3x — 2y -8=0 vy

X+3y+1=0vyradio r =+/17

3. Obtén la ecuacioén de las siguientes circunferencias:

Y
I f N
yaliin) \ /
/ N

——

\
NG
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La circunferencia

2 ~ Nombre
& TAREA 4 No. de lista Grupo

Turno Fecha

1.

INSTRUCCIONES: Resolver los siguientes problemas:

Encuentra el valor del radio, las coordenadas del centro, longitud y area de las circunferencias
representadas por las ecuaciones:

a) X*+y -6x+8+9=0
b) x*+y?+ 4x-10y- 52 =0
c) 4 +4y*-100 =0

d) 2+ 2y°-14x + 10y-9 =0
e) X +y*- 10y +21=0
 X¥+y*+6x-11=0.

Determina el tipo de grafica que corresponde a cada una de las siguientes ecuaciones:

a X+y’-6x+8/+29=0
b) X+ y*+ 4x-10y- 52 =0
c) X¥*+y*+100=0

d) 3¢ +3/2-75=0

e) 2¢+2y? -8x+12y- 25=0
 xX¥+y'=0

g) X¥+y +4x+10y+ 29=0
h) x*+y*- 10y +21 =0

) 5x*+ 5y + 30x - 55 = 0.

Comprueba, graficamente, que  x° +p° +4x+6y—-23=0 y x*+y° -8x—10y+25=0 son
circunferencias tangentes.

Respecto a la circunferencia (x-2)> + (y-3)2 = 4 determina si el punto P('%., %) se encuentra: dentro,
fuera, en el centro o sobre la misma.
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La circunferencia

Nombre

No. de lista Grupo

Turno Fecha

1.

INSTRUCCIONES: Resolver los siguientes problemas:

Encuentra la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos:

A(5, 10), B(7, 4) y C(-9,-4)
P(1,2), Q(3,1) y R(-3,-2)
J(4,4), K(0,0) y L(-4,2)
D(7,5), E@2,3) y F(6,-7)

cooye

Encuentra la ecuacién de la circunferencia circunscrita al triangulo de vértices (6,2), (7,1) y (8,-2).

Revision:

Observaciones:
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La circunferencia

Nombre

AUTOEVALUACION No. de lista Grupo

Turno Fecha

INSTRUCCIONES: De acuerdo a lo visto en clase contesta las siguientes preguntas, eligiendo la respuesta
correcta, rellenando totalmente el circulo que corresponda:

7 PO0®E & 00E ¥ 00® P 00e® -~

CACIOA)

La ecuacion de la circunferencia de radio r = 7 y el centro que esta ubicado en el origen es:

X+Y+49=0
X=0+(Y-02=7
X* +Y? =49

X2+ Y?-14X-14Y= 49
La ecuacion de la circunferencia con centro en C(-3,1) y radio r = 2 es:

X+Y-9X+Y+10=0
X+Y2+6X-2Y+6=0
X2+Y2-3X+Y+4=0
X2+Y2-6X+2Y-6=0

La ecuacion de la circunferencia de centro en el punto C(-4,2) y diametro igual a 8 es:

X2+ Y +4X-8Y+4=0
X2+ Y -8X+4Y+4=0
X2+Y2+8X-4Y-44=0
X+Y +8X-4Y+4=0

La ecuacion de la circunferencia cuyo diametro es el segmento que une los puntos A(-3,5) y B(7,-3).

X2+ Y?-4X-2Y-36=0
XP+Y+4X+2Y+36=0
X2+Y-2X-4Y +36=0
X +Y +6X-10Y-36=0

La ecuacioén de la circunferencia de centro en C(-2,3) y que sea tangente a la recta 20X - 21Y - 42 = 0
es:

X2+ Y2+6X-4Y+12=0
X2+Y2-6X+4Y-12=0
X2+ Y2+ 4X-6Y-12=0
X2+Y2+4X-6Y-29=0
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6. La ecuacion de la circunferencia de centro en C(-1,-3) y que sea tangente a la recta que une los puntos
A(-2,4)yB(2,1) es:

@ X2+ VY2 +2X+6Y-15=0

X2+ Y2+ 6X+2Y-15=0

© X+ Y-6X-2Y+15=0

® X2+ Y2+ 2X+6Y-25=0

7. Laecuacion de la circunferencia X2 + Y2 - 6X + 4Y - 3 = 0, expresada en su forma ordinaria queda:

@ (X +2)2+ (Y-3)2=16

(X +3°2+ (Y-2?2=16

© (X-62+ (Y +42=16

® (X-32+ (Y +22=16

8. Laecuacion que representa sélo un punto es:

@ X2+ 2X+3Y+5=0

5X—4Y +8=0

© X2+ Y2 +4X-6Y+13=0

® X2+ VY2 +4X-6Y-13=0

9. Elarea A del circulo limitado por la circunferencia representada por la ecuacion:
X2+ Y2+ 8X-6Y+9=0,es:

@ 92

16 u?

© o252

® g1

10. La ecuacioén de la circunferencia que pasa por los puntos: (4,5), (3,-2) y (1,-4) es:

@ X2+ Y2-7X+5Y-38=0
X2+ Y2-5X +7Y-44=0
© X2+Y+5X-7Y-44=0
@ X2+ Y2+ 7X-5Y-44=0

ESCALA DE MEDICION DEL APRENDIZAJE

£80 00000000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000r000rssocssdeeottttccttccccoctccoctcootstonny

> Si todas tus respuestas fueron correctas: excelente, por lo que te Consulta las
invitamos a continuar con esa dedicacion. claves de :
respuestas en la :

> Si tienes de 8 a 9 aciertos, tu aprendizaje es bueno, pero es : pégina 175.
necesario que nuevamente repases los temas. : :

» Si contestaste correctamente 7 6 menos reactivos, tu aprendizaje es
insuficiente, por lo que te recomendamos solicitar asesoria a tu
profesor.

..................................
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—

1.

10.

11.

N
{ LF J EJERCICIO DE Nombre
\ ©* }REFORZAMENTO | No. de lista Gropo
| ] ~
Turno Fecha

INSTRUCCIONES: Con ayuda de investigacion bibliografica resuelve cada una de las siguientes cuestiones y
presenta un reporte a tu profesor:

Determina la ecuacion de la circunferencia, si los valores del centro y el radio son:

KSR RS
jeje)e)e
A

L

<<

I

Encuentra el centro y el radio de las circunferencias, cuyas ecuaciones son:.

a) X2+ Y2+8X-10Y-23=0
b) X*+Y2-8X-7Y=0
Q) 2X+2Y2-6X=0
d) 5X2+5Y2-32X-8Y-34=0

Obtén la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos:

a) A(12),B@3,1)yD(3,-1)
b) E(-4,-3) F(-1-7) y G(0,0)
o HA,1),1(1,3) yJ©9,2)

d) K(8-2),L(6.2)yM@3,-7)

Obtén la ecuacion de la circunferencia circunscrita al triangulo cuyos lados se representan algebraicamente
por las ecuaciones: X—=Y + 2=0,2X+3Y-1=0,y4X +Y-17 = 0.

Encuentra la ecuacion de la circunferencia inscrita al triangulo cuyos lados se representa algebraicamente
por las ecuaciones: 4X -3Y -65 =0, 7X-24Y + 55 =0,Y 3X + 4Y -5 = 0.

Obtén la ecuacion de la circunferencia de centro en el origen que sea tangente a la recta cuya ecuacion es
8X-15Y-12 = 0.

Obtén la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos A(1,-4) y B(5,2) y que tiene su centro en la
recta cuya ecuacion es X —2Y + 9 = 0.

Obtén la ecuacion de la circunferencia que sea tangente a la recta cuya ecuacion es 3X —4Y — 13 = 0 en el
punto A(7,2) y cuyo radio es igual a 10.

Obtén la ecuacion de la circunferencia que sea tangente a las rectas definidas por X—2Y + 4 =0y
2X-Y -8 = 0y que pase por el punto A(4,-1).

Obtén la ecuacion de la circunferencia que sea tangente a las rectas definidas por: X-3Y + 9 =0y
3X +Y -3 = 0y que tenga su centro en la recta representada por 7X + 12Y -32 = 0.

Determina la longitud de la cuerda que determina la recta x=3 al cortar la circunferencia
X2+ y?-4x -6y + 8 =0.
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Se trata de una curva muy interesante y muy comun,
aparece en numerosos fenémenos de la naturaleza o
menos frecuentes en nuestras ciudades.

El chorro de agua en una fuente, la trayectoria de un
balén de futbol, el lanzamiento de una flecha, el
movimiento de un proyecltil lanzado al aire, los faros
de los autos, las antenas parabdlicas etc....

Unidad 4

La parabola

Objetivos:

El alumno:

Resolvera problemas tedricos o
précticos relativos a la pardbola, a
través  del andlisis  descriptivo,
aplicacion y combinacion de sus
propiedades, gréficas y ecuaciones,
relacionando con los conceptos,
técnicas y procedimientos geométricos
y analiticos sobre  puntos, rectas,
segmentos y circunferencias,
contribuyendo a generar un ambiente
escolar que favorezcan el desarrollo de
actitudes e iniciativas, responsabilidad
y colaboracion.

9
N
?\
Q~
O

Temario:
4.1. Caracterizacidon geométrica.

4.1.1. La parabola como lugar

geométrico.

4.1.2. Elementos asociados con una

parabola.

4.1.3. Formas de trazo a partir de la

definicion.

4.2. Ecuaciones ordinarias de la parabola.
4.2.1 Pardbolas horizontales y verticales
con vértice en el origen.

4.2.2 Pardbolas horizontales y verticales
con vertice fuera del origen.

4.3. Ecuacion general de la pardbola.

4.3.1. Conversion de la forma ordinaria a
la forma general.

4.3.2. Conversion de la forma general a
la ordinaria.

4.4 QOtras conicas.

4.4.1. Elipse.
4.4.2. Ecuacion de la Hipérbola.
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La parébola

4 . 1 . CARACTERIZACION GEOMETRICA

4.1.1. La parabola como lugar geométrico.

En un partido de voleibol que se disputa entre los equipos azul y rojo, se realiza un
saque por parte del equipo rojo en el cual el balén fue recibido por un jugador del
equipo contrario que esta ubicado a 10 metros de distancia.

¢Que trayectoria tiene el baldn?.

Si, efectivamente, la trayectoria del baldn es una parabola ¢Qué
altura méaxima alcanza la pelota?

La grafica de la trayectoria del baldn es la siguiente:

Esta coénica llamada parabola, se describe geométricamente como la curva que
resulta al interceptar un cono recto circular y un plano paralelo a la generatriz del
cono. Como se muestra en la figura:

Definicién:
Una parabola es el lugar geométrico que comprende todos los puntos en el
plano que cumplen la propiedad de estar siempre al a misma distancia

(equidistan) de un punto fijo llamado foco y de una recta fija que no pasa por el
punto llamadas directriz

alxy)

| Fa] =] aL|
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4.1.2. Elementos asociados a una parabola.

Al punto fijo llamado foco lo representaremos con F, a la recta fija llamada directriz
con D.

La distancia entre el foco y la vértice y a la distancia entre el vértice y la directriz lo
representamos por p.

El vértice de la pardbola con V.

La recta perpendicular a la directriz y que pasa por el foco y por el punto de la
parébola llamado vértice (V), se llama eje de la parabola.

La posicion del eje determina la posicion de la pardbola. La parabola siempre es
simétrica con respecto a su propio eje.

Lado recto: Se llama ancho focal o lado recto de la parabola, la magnitud del
segmento de recta perpendicular al eje de la pardbola que pasa por el foco
uniendo dos puntos de la misma y su longitud esta dada por LL.R. = 4|p|

Estos elementos se pueden apreciar en la siguiente gréfica

D A

-

4.1.3. Formas de trazo de la parabola a partir de su definicion.

Una forma facil de dibujar una parabola consiste en localizar su directriz, vértice,
foco y lado recto (LR) y trazar su grafica por los puntos V,L y R. Por ejemplo, si una
parabola tiene por directriz la recta 2y - 5 = 0, con vértice en el origen V(0, 0), Foco
en F(0, -2.5) y L.L.R.=10, su grafica seria:

T

Para saber més y profundizar T C: 2y-5=0

sobre el tema , visita el sitio
http://soko.com.ar/matem/matematic
a/Conicas.htm -+
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La parébola

Una forma més precisa de graficar una parabola es utilizando regla y compas, para
ello se pueden seguir los siguientes pasos:

1) Localizar la directriz, el vértice y el foco.

2) Se trazan rectas paralelas a la directriz a una distancia arbitraria “d” de la
misma.

3) Enseguida, para cada recta, se trazan circunferencias con centro en F y radio
“d”. Los puntos donde la circunferencia intersecte a la recta estan en la
parabola.

4) Se traza su gréfica.

Por ejemplo, la grafica de una parabola con directriz x + 2 = 0, V(0, 0) y F(2, 0)
quedaria de la siguiente forma:

AV,

]

VAN

Instrucciones: En equipo realiza los siguientes ejercicios.

1) Traza la grafica de una parabola con vértice en el origen y foco en (0, 3)

2) Traza la gréfica de una parabola con vértice en el origen, eje focal sobre el
eeXyp=-1.

3) Traza la gréfica de una parabola con foco en (0, -2) y Directrizy - 2 = 0.

4) Traza la gréfica de una parabola con vértice en V(3,1) y F(3, -1) . {Cual es la
ecuacion de su directriz?

5) Utilizando regla 'y compas traza la gréfica de una paréabola que tenga su
vértice en el origen, que abra hacia arribay L.L.R. = 12.

6) Utilizando regla'y compas traza la gréfica de una parabola con vértice en el
origeny directriz larecta2x + 6 = 0.

&

Para saber méas y
enriquecer el tema, visita el
sitio

www.tododibujo.com

EJERCICIO 1

%7
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4 ECUACIONES ORDINARIAS
. « DE LA PARABOLA

Desde el punto de vista algebraico, una parébola que abra hacia la derecha o hacia
la izquierda (pardbola horizontal) esté representada por una ecuacion de segundo
grado de la forma general y* + Dx +Ey + F = 0 mientras que una parabola que
abra hacia arriba o hacia abajo (parabola vertical) esta dada por una ecuacion de la
forma x> + Dx +Ey + F = 0. {Qué diferencia notas respecto a la ecuacion general
de una circunferencia?.

La primera de esas ecuaciones es el desarrollo de la llamada ecuacién ordinaria de

la parabola horizontal (y —k)* =4 p(x — h)

Mientras que la segunda es el desarrollo de la ecuacion (x —h)* =4p(y —k).

La obtencién de ambas ecuaciones es consecuencia de la definicion de parabola y
su demostracion puede consultarse en la bibliografia.

4.2.1. Parébolas horizontales y verticales con vértice en el origen.
Considerando la posicion del punto fijo F y la de la directriz, la parabola con vértice
en el origen puede abrir en forma horizontal (el foco esta a la derecha o a la
izquierda del origen) o en forma vertical (el foco esté arriba o abajo del origen).

Parabolas horizontales

Cuando se tiene el eje focal Horizontal y su vértice en el origen V (0,0,) la ecuacion
toma la forma candnica sustituyendo los valores de las coordenadas del vértice en

la ecuacién ordinaria(y —k)* = 4 p(x — h)

La ecuacion resultante es: (¥ —0)* =4p(x —0)

y* =4px
Eje focal sobre el eje X (horizontal)
d
4 y d|
i v . >
F X
F

Si pe=0 la parabola shre hacia la Si p=0 abre hacia la izguierda (hacia
derecha (hacia la parte positiva del la parte necstiva del eje X
gje ¥



La parébola

Parabolas verticales

Cuando el eje focal es vertical y su veértice en el origen V (0,0) la ecuacion tiene la
forma ordinaria:

(x—k)* =4p(y—h)
y sustituyendo las coordenadas del vértice

(x=0)> =4p(y-0)

la ecuacion resultante en su forma candnica es

x’ =4 py
Eje focal sobre el eje Y (vertical)
y Y
F & -
U .
%
W b4
D
&F
¥
Si p=0 Ia parabola abre hacia &i p=0 la parabola abre hacia
arriba (hacia la parte positiva la izguierds (hacis la parte
del gje %) negativa del gje )

Obtencion de los elementos a partir de la ecuacién

En base a la ecuacion de la parabola se pueden obtener sus elementos:

—

Las coordenadas del vértice

)
2) Laecuacion de la directriz
3) Las coordenadas del foco
4) Lalongitud del lado recto
5) Su grafica
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a) Parabolas con eje horizontal
Cuando el eje de la parabola es horizontal, su ecuacion es de la forma: y2 =4px
Las coordenadas del vértice V (0, 0)

Si p>0, la parabola abre hacia la derecha por lo cual el foco esta en F(p, 0)
Sip<0, la pardbola abre hacia la izquierda las coordenadas del foco son F(p, 0).

La ecuacion de ladirectriz = x= —p

La longitud del lado recto LLR = 4| p|

Ejemplo 1: Encontrar los elementos de la parabola cuya ecuacion es y2 =12x

El vértice esta en el origen V (0,0) y la ecuacién es de la forma y2 =4px

12
porloque 4p =12 vy p:? esdecirque p =3

podemos deducir que la grafica abre hacia la derecha
(°>0)

Las coordenadas del foco
Foco (p, 0)
FOCO(3,0) ———————

t—+
-16151413121+10-9-8-7-6-5-43-2-1y4 1 2 3 4 5 6 7 8 9101112131415161i

La ecuacién de la directriz

X=-p
X=-3




La parébola

b) Parabolas con eje vertical
Cuando el eje de la parabola es vertical su ecuacién es de la formax” = 4 py.

Las coordenadas del vértice V (0, 0)
Si p>0, la parabola abre hacia arriba por lo cual el foco esta en F(0, p)
Si p<0, la parabola abre hacia abajo las coordenadas del foco son F(0, p).

La ecuacion de ladirectriz y= —p

La longitud del lado recto LLR = 4| p|

Ejemplo 2:
Encontrar los elementos de la parabola cuya ecuacion es x> —12 y=0

. s o 2 -
Primeramente transformemos la ecuacion a su forma canénica x~ =12y
Y de ahi podemos deducir que p> 0 y que su grafica abre hacia arriba.

-

Su vértice esta en el origen V (0,0)
LLR =4/p|=12

12
por loque p = T es decirquep =3

con este valor podemos calcular:

Las coordenadas del foco
Foco (0, p)= (0, 3)

Foco (0,3)

TN O T T T O O P O O
-n

La ecuacion de la directriz
y=-p=-3
y=-3
Obtencién de la ecuacién a partir de los elementos

Por otro lado, si conocemos ciertos elementos o datos de una parabola podemos
completar su gréfica y obtener su ecuacion.

Ejemplo. Trazar la grafica y encontrar la ecuacion de una parabola con V(0, 0) y
que tenga por directriz larectay -2 = 0.

De la ecuacién de la directrizy - 2 = 0 obtenemos la ecuacién y = 2, por lo tanto la
parabola abre hacia abajo (vertical) y p = -2 (p < 0).

El foco de la pardbola sera F(0, p) = F(0, -2)

La longitud de su lado recto o ancho focal es LL.R. = 4|p|= 4|-2| = 8.
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EJERCICIO 2

%7

Su ecuacion se obtiene por medio de:

x* = 4py
x* =4(-2)y
x* =-8y
x> +8y=0
Ny
y su gréfica: 1
Instrucciones:

l. En equipo, identifiquen cudles de las siguientes ecuaciones corresponden a
parabolas con V(0, 0) y en su caso indica hacia donde abren:
)X+ y> =1 2)y*-20x =0 3)x+2y=0
5) x* =2y 6)2y-10=0 7)y? = 4(-1)x

Ha+y=0
8) y = 2x°

[l. Obtengan los elementos de las pardbolas llenando los espacios faltantes en
la tabla.

TAREA 1
QA
5

Paqginas 167.
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Ecuacién Vértice Foco EC: Directriz

1) y2 =4x V(0,0) F(1, 0) X = -1

2) y2 =—-16x V( ) F(-4,0)

3) X2 = - 20y

4) XX+ 2y =0

5) V(0,0) y=5

6) F(-1.5,0) 2x-3=0

7) V(0, 0) 2y+5=0

8) 7
FBZ, OH Dix=-—

[4 [ 4




La parébola

4.2.2. Parabolas horizontales y verticales con vértice fuera del origen.

Veamos ahora el caso de parabolas cuyo vértice se encuentre en cualquier punto
fuera del origen V(h. k).

Parabolas horizontales.

La forma ordinaria de la ecuacién de una parabola con vértice V (h, k), foco en
F(h + p, k) y directriz la recta x = h- p (parabola horizontal) es:

(y=k)* =4p(x—h)

Eje focal paralelo al eje x

A i i &Y

F
F P!
) x -~ HRE
Si p >0 la parabola abre hacia la Si p<0 la parabola abre hacia la
derecha (hacia la parte positiva izquierda (hacia la parte negativa
del eje X) del eje X)

Parabolas verticales.

La forma ordinaria de la ecuacion de una parabola con vértice v (h, k), foco en el
punto F(h, k +p) y directrizlarectay = k—p es:

(x=h)* =4p(y —k)

El eje de la parédbola es vertical y el foco F esta a P unidades (orientadas) del
vértice.

Eje focal paralelo al eje y

¥k &

& E P
- i
\

P o £ 4
S A | I — . \
= X L L Y
Si p=0 la parabola abre hacia Si p=0 la parabola abre hacia
arriba (hacia la parte positiva abajo (hacia la parte negativa
del eje %) del gje )
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RECUERDA QUE:

Ya sea horizontal o vertical el signo del parametro “p” nos da la direccién en que se
abre la parabola Siendo el valor positivo “p > 0" abre a la derecha o hacia arriba y
el valor negativo “p « 0” abre hacia la izquierda o hacia abajo.

Y en cualquiera de los dos casos la variable que no esta elevada al cuadrado nos
indica si es horizontal o vertical.

Obtencién de los elementos a partir de la ecuacién

Al igual que con pardbolas con Vvértice en el origen, podemos encontrar toda la

informacion de una parabola con vértice en V(h, k) a partir de su ecuacion en su
forma ordinaria..

Cuando la ecuacion tiene su eje focal horizontal (y —k)* =4 p(x — h)

Las coordenadas del vértice son: V (h, k)
Si p >0, labre hacia la derecha y las coordenadas del foco son: (h+ p, k)
Sip < 0, abre hacia la izquierda y las coordenadas del foco son(h+p, k)

Laecuacion de ladirectriz x=h-p

La longitud del lado recto LLR = 4| p|



La parébola

Ejemplo 1.
Si la ecuacién de una pardbola es: (y—3)? = - 8(x—3) la ecuacion es

(y —Kk)?= 4p(x —h) por lo que podemos deducir que las coordenadas del
vértice son V(h, k) entonces V (3, 3)

ademas se tiene que: 4p = - 8

-8
de donde p:T p=-2

La ecuacion de la directrizes x =h-p
por lo que x = 3- (-2)

Entonces la ecuacion de la directrizes x = 5

Las coordenadas del foco (h+p, k) = (3+(-2), 3) = (1, 3)

Como p<0 la pardbola abre hacia la izquierda

—1E 15141512 FI0-9 -8 =T -6 -5 4 -3 -2 -1; L 2 34 a6 7 8 9 10111213141516 17

Cuando la ecuacion tiene su eje focal Vertical (x —h)*> =4p(y —k)
Las coordenadas del vértice V (h, k)

Sip >0, la pardbola abre hacia arriba y las coordenadas del foco son  (h, k+ p)
Sip < 0, laparabola abre hacia abajo y las coordenadas del foco son  (h, k +p)

La ecuacion de ladirectriz y =k-p

La longitud del lado recto LLR = 4| p|
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Ejemplo 2: Encuentra las coordenadas del vértice y la ecuacion de la directriz de la
parabola cuya ecuacion es: (x + 2)2 = 12(y — 4).

Dado que la ecuacion es de la forma (x — #)> =4 p(y — k), encontramos que el
vertice es V(h, k)= (-2, 4) y que 4 p = 12 por lo que p = 3, (p>0) por lo que abre
hacia arriba y a ecuacion de su directrizes: y=k-p=4-3=1o0seay = 1.

Obtencion de la ecuacién a partir de sus elementos

Cuando conocemos algunos elementos de la parabola podemos deducir los otros
y trazar su gréfica.

Ejemplo: El vértice de una parabola es V(2, -3) y su foco F(2, -1). Trazar su gréficay
hallar su ecuacion ordinaria.

Al graficar los datos observamos que la parébola es vertical por lo que el vértice es
V(h, k) = (2,-3) yelfocoF(h, k + p) = (2,-1)
dedondek + p=-1ycomok =-3

B3+p=-1

p=2
sudirectrizes:y =k-p
y=-3-2

y=-5

La longitud de su lado recto resulta: LL.R. = 4|p| = 4|2| = 8.

Su ecuacion es de la forma (x —h)* = 4p(y — k)
estoes: (x-2)2 = 4(2) (y +3)
o sea (x-22 = 8(y +3)

vk
H

Katciecy

Cuw=-5

156



La parébola

Instrucciones: En equipo, resolver los siguientes problemas haciendo la grafica

correspondiente y entregar el reporte a tu profesor.

1) Determina la ecuacion ordinaria de la pardbola con vértice en (1, 3) y
focoen (2, 3).

2) Encuentra la ecuacién de la parabola con vértice en el punto (-1, 1) y
directriz larecta 2y -5 =0.

3) Determina la ecuacion de la parabola sf su vértice (2, 3), y el foco en (1, 3).

4) Traza la gréfica y hallar la ecuacién ordinaria de la parabola con vértice en
(-2, 4) yfocoen (-2, 5).

5) Determina la ecuacion ordinaria de la parabola con foco en (-1,2) y directriz
y = 5.

6) Encuentra la ecuacion de la parabola que cumple con las siguientes
condiciones: V (-2,5) yF (-4, 5).

7) Tiene sufoco en F(-1, 0) y directrizlarectax—1 = 0.

8) Encuentra todos los elementos y grafica de cada una de las parabolas:
a)(y + 32 =-10x-2) b) (x+1)>=4(x + 2) c) X2 = -6(y -2)

4 ECUACION GENERAL
'+ DE LA PARABOLA

4.3.1. Conversion de la forma ordinaria a la forma general.

Si consideramos las ecuaciones de la parabola con vértice en cualquier punto
del plano tendra la ecuacion:

(y—k)> =4p(x—h)  Sisueje focal es horizontal
(x—h)* =4p(y—-k) Sisueje focal es vertical
La ecuacion general se obtiene desarrollando el binomio al cuadrado
Y2 -2ky +k? = 4px — 4ph igualando a cero la ecuacion
Y2 — 4px - 2ky +k? +4ph = 0.

En el desarrollo del binomio podemos definir las constantes, empleando el
principio de cerradura de los nimeros reales, de la siguiente manera:

-4p =D
2k =E
K2 + 4ph = F

Por lo que la ecuacion se transforma a:

y*> +Dx+ Ey + F =0 resultando la ecuacion general de la parabola
horizontal.

EJERCICIO 3

N
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Por analogia se concluye que la parabola con eje vertical sera

x*+Dx+Ey+F =0 donde

-2h=D

“Ap =E

h? + 4pk = F
Ejemplo:

Obtenga la forma general de la ecuacion de la siguiente parabola dada en su
forma ordinaria: (y=3)* =4(-1)(x-2)

Aqui: h=2 k=3yp=-1
Considerando que la parabola es con eje horizontal:

D=-4p=-4(-1)=4

E=-2k=-2@3) =-6
F =K+ 4ph = (3)%+ 4(-1)(2) = 1

Por lo que al sustituirlos en la forma general y*> + Dx+ Ey +F =0

Obtenemos la ecuacién y° +4x -6y +1=0.

Nota:; Este mismo resultado se puede obtener, a partir de la forma ordinaria,
eliminando paréntesis e igualando la ecuacién a cero.

4.3.2. Conversion de la forma general a la ordinaria.

Una manera de encontrar la ecuacién candnica a partir de su forma general es
empleando los conocimientos algebraicos adquiridos en el curso de matematicas
1, acerca de como completar un T.C.P. (trinomio cuadrado perfecto). Asi, volviendo
al ejemplo anterior; tenemos que:

y +4x—6y+1=0
y2 —6y=-4x-1

y? =6y +(9)=-4x-1+(9)
(y—3)2 =—4x+8

(v —3)* = —4(x —2) Forma ordinaria de la ecuacion



La parébola

Determina la forma general de la ecuacion de las parabolas:
1) x+2°7=4(3(y-1)

2) (y-5°=4@)(x+3)

3) (x—4)2=20(y-0)

4 (y+2P2=6Xx+7)

Determina la ecuacion ordinaria de la parabola.
1) »°-8x-3=0

) x> —2x—-4y+13=0
3 y*-10y-16x+169=0
)
)

N

4y x> —-8x+12y-144=0
5 x°=2x—y+1=0

4 . 4 OTRAS CONICAS

4.4.1. Elipse.

EJERCICIO 3

TAREA 2
PR
25

Pagina 169.

Es el lugar geométrico del conjunto de puntos en el plano cuya suma de las
distancias a dos puntos fijos (FOCOS) es constante.
En donde:

a es igual a la distancia del centro al vértice del eje mayor.
b es igual a la distancia del centro al vértice del eje menor.
c es igual a la distancia del centro a cualquiera de los puntos fijos o focos.

Este lugar geométrico se puede comprobar experimentalmente empleando una
cuerda sujeta a dos puntos fijos y un lapiz; el trazo correspondera a una elipse.
Elementos de la Elipse

Eje mayor es la recta donde se localizan los vértices y los focos.

La longitud del eje mayor se define como dos veces la distancia del centro al
vértice (2 a).

Eje menor es la recta que no contiene al foco ni al vertice.

La longitud del eje menor se define como dos veces la distancia del centro hacia
cualquiera de los puntos del vértice del eje menor (2b).

Centro es un punto del eje mayor, y esta situado a la mitad de los vértices.

Vértice puntos donde toca la elipse al eje mayor.

Para saber mas y
enriquecer el tema de
coémo trazar una elipse,
visita el sitio
www.tododibujo.com

159



Matematicas Il

Lado recto es un segmento de recta perpendicular al eje y que pasa por los
focos y tiene como extremos los lados de la elipse y su longitud es:
2b°
LLR =—
a

Excentricidad es el cociente de la distancia entre los focos a la distancia entre
los vértices; esta s6lo se encuentra entre cero y uno.

_cC

e -——

a
La excentricidad determina la forma de la elipse, entre mas cerca de uno se
encuentre, la forma de la elipse sera alargada, y si, por el contrario mas cerca de

cero estd, su forma es mas redonda.

Ecuaciones con centro en el origen

Gréfica No.1 Gréfica No.2 Ecuacién General
2 2 2 2 2 2 —
AX - BY - F=0
x_z + y_2 =1 x_2 + y_2 =1
a b b a

Gréfica No. 1

ok

w W
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Centro Vértices Focos Excentricidad
0,0) (-_+ a,o) (i c,o) 0=
a
Gréafica No. 2
Ny
R
F w»
iZ
F
LF
W
Centro Vértices Focos Excentricidad
(0,0) (0, a) (0, % ¢) b€
a

Ecuaciones con centro (h,k) fuera del origen

Gréfica No.1 Gréfica No.2 Ecuacion General
_h 2 _k 2 _h 2 _k 2
(xa ) +()/b2) :1 (xbz) +(ya2) :1 sz'CYZ'DX'EY'FZO

Gréfica No. 1

Eje Menar
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Vértice Centro Focos Excentricidad
V(hta, k) (n, k) Flh+c, k) oo C
a
Gréafica No. 2
s Ele mayar
Eje menar
Vértice Centro Focos Excentricidad
(NED) (n, k) F(hk=c) oo C
a

442 Hipérbola

Es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias
entre dos puntos (FOCOS) fijos es constante.

Eje focal

P
(¢, 0) Voo %“‘m (c,0)
F (—a.0) W 3

LR

Elementos de la Hipérbola

Focos son los puntos fijos.

Eje focal es la recta que pasa por los focos.

Vértice es punto medio entre los focos y el centro.

Lado recto es la recta perpendicular al eje de la hipérbola y pasa por los Focos.

Centro es mitad de la distancia entre los vértices.
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Ecuaciones con centro en el origen (0,0)

Grafica No.1 Grafica No.2 Ecuacién General
Xy yoox Ax* +By* +F =0
2 2 - a® b -
Gréfica 1
&y
F, WD
Centro

Vértices

Focos

(0.0)

(i a, O)

(i c, O)

F 3

Gréfica 2

b4

b{“

Centro

Vértices

Focos

(0.0)

(O, 1 a)

(O, 1 c)

Ecuaciones con centro (h,k) fuera del origen
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Gréfica No.1

Grafica No.2

Ecuacion General

(-1) (- _,

AX?- CY*- DX- EY- F=0

a2 b2 az b2
GRAFICA 1
ik
N ¢ d &
N |
%{
L )
Centro Vértices Focos
(h, k) (h+ak) (htc k)
GRAFICA 2
Ay
A e
_,_,/
W
il I: o
) X
W
3\\
Y
Centro Vértices Focos
(n, k) (h,k + a) (h,k # ¢)
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EJERCICIO 4
INSTRUCCIONES: —

I. En binas realicen la construccion del lugar geométrico de los puntos de
una elipse utilizando regla y compés. Presenten el trabajo a su profesor.

II. Identifiquen que gréfica representa cada una de las siguientes ecuaciones:

1)% +y? =25 2)y*-20x =0

3)x+2y =0 4) 4 +y =4

5) 4x2 - 9y — 36 =0 6) 2y~ 10 = 0

7)2x°4+2y* -8 =0 8) y =2%

9 x*-y?+4x-6y-12=0 10) 4x% + 9y?-8x + 18y - 23 =0

Visita el sitio

http://dinamical fciencias.unam.mx/preparatoria8/conicas/index.html

iOjo! Recuerda que
debes resolver la
autoevaluacion y los
ejercicios de
reforzamiento; estote
ayudara a enriquecer
los temas vistosen (O)
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Nombre

No. de lista Grupo

Turno Fecha

Obtén todos los elementos (V, F, D, L.L.R))
1) y? =-16x 3 y"+2x=0 5) 2y -16x =0
2) x*+4+5y=0 4) x*-12y =0 6) 4x* + 10y =0

Obtén la ecuacion de la parabola que cumple con las condiciones dadas.

—

) Tiene su foco en (3, 0) y su directrizes x + 3 = 0.

2) Tiene su vértice en el origen y la ecuacién de su directrizes 4y — 7 = 0.

3) Tiene su vértice en el origen y su foco en F(0, 4).

4) Tiene su vértice en el origen, abre hacia la izquierday L.L.R. = 10.

5) Abre hacia arriba y su lado recto tiene por extremos los puntos L(-3, 2) y R(3, 2).

6) Tiene su vértice en el origen, su eje focal sobre el eje “X" y pasa por el punto P(4, -4).

7) Tiene su vértice en el origen, su eje focal sobre el eje "Y” y pasa por el punto Q(-4, -2).

Indica si las siguientes afirmaciones son falsas (F) o verdaderas (V):

1) Sien una parabola p = 3, la longitud de su lado recto es 6. ()
2) Lapardbolay? + 8x = 0 es horizontal y abre hacia la izquierda. ()
3) Elfoco de una parabola esta entre su vértice y la directriz. ()
4) Cuando la distancia de V a D en una parabola es 5, su lado recto mide 20. ()
5) La parébola x* = 8y pasa por el punto A(7,7). ()
6) La pardbolay? + 16x = 0 pasa por el punto P(-4, -8). ()
7) Elfoco de la pardbola 2x* — 8y = 0 es el punto F(0, 1). ()
8) La ecuacion de la directriz de la parébola y? = 6x es 2x + 3 = 0. ()

INSTRUCCIONES: Resuelve cada uno de los siguientes ejercicios y realiza la grafica correspondiente y
preséntaselos a tu profesor para su revision.
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Nombre

No. de lista Grupo

Turno Fecha

Obtén la ecuacion de la parabola que cumple con las condiciones dadas.

—_

)

9)

Tiene vértice en V (-4, 3) y foco en F(-2, 3).

Tiene su vértice en V (-2, 3) y su foco en F(-3, 3).

Tiene Foco en F(6, -2) y directriz la recta cuya ecuacion es y — 4= 0.

Tiene su vértice en V(0, -2) y directrizlarectay + 1= 0.

Tiene vertice en el punto (2, 3), eje focal paralelo al eje "Y” y pase por el punto B (4, 4).
Tiene su vértice en V(1, -2), eje focal paralelo a “X" y pasa por el ponto P(5,2).

Tiene por lado recto la recta que une A(-2, 2) con B(-2, -4) y abre hacia la derecha.
Tiene por lado recto la recta que une L(-1,1) con R(7,1) y abre hacia abajo.

Tiene eje paralelo al eje “Y” y pase por los puntos A(4, 5), B(-2, 11) y C(-4, 21).

10) Tiene eje paralelo al eje “X” y pasa por los puntos P(2, 7), Q(2, 5) y R(1, 6).

INSTRUCCIONES: Resuelve cada uno de los siguientes ejercicios y realiza la grafica correspondiente y
preséntaselos a tu profesor para su revision.

Cada una de las ecuaciones descritas a continuacion corresponde a parabolas. Localiza el vértice, el
foco, la ecuacién de la directriz, y entrega un reporte a tu profesor:

Y2+ 4x—4y-20=0

Yy -8x+ 4y +12=0

VP +4x+4y =0

4y + 24x + 12y -39 =0
8y? + 22x — 24y — 128 = 0

X2—6x-12y-15=10
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g) ¥ +4x+4y-4=0
h) x*-8x+ 3y +10=0
) 6x°-8x+6y+1=0

) 5X¥—-40x +4y+84=0

lll. Resuelve el siguiente problema.

1) Calcula la longitud de los pilares (separados entre si 2 m) de este puente sabiendo que el arco que lo
sustenta es parabdlico. (Nota: Situar el eje de coordenadas en el lugar sefialado con la 0).

2) Se lanza un cuerpo verticalmente hacia arriba con una velocidad de 14'7 m/s desde el punto A situado a 10
m del suelo. Su altura en cada instante esta dada por la ecuacién y =4.9¢> +147¢ +10, y su velocidad

en elinstante t, por - 98t + 147.

a. ¢Enquéinstante la altura es maxima®?

b. ¢Cual seré la velocidad del objeto en ese momento?
c. ¢Enquéinstante caera al suelo?

1l
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Nombre

AUTOEVALUACION No. de lista Grupo

Turno Fecha

INSTRUCCIONES: De acuerdo a lo visto en clase contesta las siguientes preguntas, eligiendo la respuesta
correcta, rellenando totalmente el circulo que corresponda:

—
~

©O0®e

® ® & 00 &£ 0Oee P

© ©

o

©®06e ®

Las ramas de la parabola van hacia arriba y hacia la derecha cuando el valor de:

x=0
p>0
y=0
p<0

En la pardbola cuya directriz es la recta y=-1y cuyo foco es el punto F(0,1). éDénde se ubica el vértice?

Usando la definicion, ¢Cual es la ecuacion de la parabola que tiene su foco en (2, 0) y su directriz es la
ecuacion x = -2

y? = 8x
y? = 4x
x? = -8x
x> = -4x

x? = -By, representa la ecuacién de una parabola, las coordenadas del foco, y la ecuacion de la directriz
son:

F (0,0) directrizY = 6
1
FB),—H directriz y = 1
[ 2L 2
F(3,2) directrizY =2

FB), —EHdireCtriz y= 3
[ 2C 2

La ecuacion que representa una parabola con vértice en el origen es:

(=), G-k _

a’ b?
x>yt
PRV
(x=h)* =4p(y—k)
2
y- =4px
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6. Una parabola que abre hacia la derecha, ¢Cual es la variable que esta elevada al cuadrado?

@ La variable X

La variable y

Ambas Variables
Ninguna de las variables

©06

~

La distancia que existe entre el vértice y el foco de la parébola cuya ecuacion es (x - 5)2 = 16(y - 9)
es:

6

©O0®e

1
4
8
’

La ecuacion de la directriz de la parabola cuya ecuacion es (y - 1)2 = —12(x + 4) es

©O® ®

SRR T VI

_— e
o

SO o O

L

Las coordenadas del foco de la pardbola cuya ecuaciébn general estd dada por
y> =2y —6x+13=0es:

10

|

® ®
.

)1

©
.

©

L
]
L
1
L
0
L

l\.)Ir—‘ l\)l\l

2 _ _ —
La ecuacién general de una parabola es Y —8x-10y+17=0

10.
La longitud del lado recto es:
@ 2
® 4
© 10
D g .
ESCALA DE MEDICION DEL APRENDIZAJE
> Si todas tus respuestas fueron correctas: excelente, por lo que te Consulta las
invitamos a continuar con esa dedicacion. claves de
respuestas enla :

> Si tienes de 8 a 9 aciertos, tu aprendizaje es bueno, pero es pagina 175.
necesario que nuevamente repases los temas. :

> Si contestaste correctamente 7 & menos reactivos, tu aprendizaje es
insuficiente, por lo que te recomendamos solicitar asesoria a tu
profesor.

..................................
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—

N
{ LF J EJERCICIO DE Nombre
\ ©* }REFORZAMENTO | No. de lista Grumo
| ] ~
Turno Fecha

INSTRUCCIONES: Resuelve cada uno de los siguientes ejercicios y realiza la grafica correspondiente y
preséntaselos a tu profesor para su revision.

[.  Encuentra la ecuacion de la parabola que cumple las siguientes condiciones:

F(0, 6) y directriz el eje X.
Lado recto, el segmento de recta que une los puntos (2, -4) y (2, 6).
Eje paralelo al eje X'y que pase por los puntos (3, 3), (6, 5) y (6, -3).
V(7, 3), a = -5 (izquierda).

) V(2, 3) L.L.R = 16 y con ramas hacia arriba.

) Lado recto el segmento de recta que une los puntos (-1, 5) y (11, 5).

) Vértice el origen y foco el punto (0, -7/2).

) V(3, 0) y ecuacion de la directriz y + 3 = 0.

F( 2, 3) y ecuacion de la directrizx — 4 = 0.

las condiciones que tu elijas.

1
2
3
4
5
6
7
8
9
1
1
1

WN = O === ——

1
14)
15)
[l.  Encuentra los elementos de la parabola cuyas ecuaciones generales estan dadas por:

y?=6x+8y+4=0
x> +12y-24=0

y*=8x=0
x> =4y =0
Y =32x=0
x> =6y =0

x> +8x+6y+34=0
2x> +16x-3y+29=0
y* +10y-3x+28=0
x* -2x—-y—-4=0
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Claves de Respuestas

UNIDAD 1 | UNIDAD 2 | UNIDAD 3 | UNIDAD 4

1b
2.C
3.a
4d
5d
6.b
7.b
8.a
9.b
10.d

SOONDO A WN =
»nOO0O®MOTO®OTQO
©ONDOTAWN =
W THO®TH®»TO®O
©CoNOO kLN =
0 TOQ®mMO®mMAATO

—
o
—
o
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Glosario

Angulo. Abertura comprendida en el cruce de dos rectas.

Base. Un numero utilizado varias veces como factor.

Binomio. Una expresion algebraica que contiene exactamente dos términos.
Bisectriz. Recta que divide en dos partes iguales a una figura.

Baricentro. Punto de cruce de las medianas en un triangulo.

Circunferencia. Conjunto de puntos que se encuentran a la misma distancia de un
punto fijo llamado centro.

Coeficiente (numérico). El nimero que aparece como factor en una expresion.
Conicas. Curvas generadas por los cortes de un plano a un cono.

Conijunto solucién. El conjunto de nimeros que hacen verdadera una proposicion.
Constante. Un simbolo cuyo valor no cambia en un problema determinado.

Coordenadas. La abscisa “x” y la ordenada “y” de un punto (x,y) en un sistema
de coordenadas cartesianas o rectangulares.

Cuadrado. La palabra usada para representar el resultado de elevar un nimero o
un polinomio a la segunda potencia.

Cuadrado perfecto. Un entero que es el cuadrado de otro entero o un polinomio
que es el cuadrado de otro polinomio.

Cubo. La palabra que designa el resultado de elevar un nimero o un polinomio a
la tercera potencia.

Denominador. Es la parte de la fraccién que nos indica las partes iguales en los
que se divide la unidad.

Diferencia. Es el resultado de quitar al minuendo del sustraendo.
Digito. Cualquiera de los diez nimeros 0,1,2,3,4,5,6,7,8 y 9.

Directriz. Recta a la cual guardan la misma distancia que al foco los puntos de
una parabola.

Discriminante. El valor de la expresion b” - 4ac en donde a, by ¢ son los
coeficientes de una ecuacion de segundo grado.

Ecuacién. Una proposicién que establece que dos expresiones, de las cuales por
lo menos una contiene una incognita, son iguales.

Ecuacion cuadratica completa. Se da siempre que los coeficientes de la incognita
y el término independiente sean diferentes de cero.

Ecuacion cuadratica incompleta. Es cuando el coeficiente del término lineal y del
independiente son cero o al menos uno de ellos es igual a cero.



Ecuaciones consistentes. Un sistema de n ecuaciones de primer grado con n
incognitas que tiene solucion Unica.

Ecuacién cuadréatica (segundo grado). Una ecuacidon que puede escribirse en la
forma ax? - bx- ¢ =0, endondea, by c son nimeros realesy a a # 0.

Ecuacion de primer grado con una incégnita. Una ecuacion que puede escribirse
en la formaax + b = 0, la incégnita aparece a la primera potencia.

Ecuaciones dependientes. Un sistema de 2 ecuaciones de primer grado con 2
incdgnitas que tiene un numero infinito de soluciones. Estan relacionadas de tal
forma que una puede obtenerse de la otra mediante la multiplicacién de cada
término por una constante adecuada.

Ecuaciones equivalentes. Dos ecuaciones que tienen el mismo conjunto solucion.

Ecuaciones inconsistentes. Un sistema de 2 ecuaciones de primer grado con 2
incégnitas que no tienen solucién comun (solucién nula).

Elipse. Lugar geométrico de los puntos cuyas sumas de distancias a dos puntos
fijos llamados focos, es siempre una constante.

Exponente. El nimero escrito arriba y a la derecha de otro nimero (base) que
indica el nUmero de veces que la base se toma como factor en un producto.

Expresion. Un numero, o letra, 0 una combinacion de ambos obtenida mediante
operaciones algebraicas.

Expresioén aritmética. Es la combinacion de nimeros y operaciones béasicas
Factor. Un divisor exacto de una expresion.

Factor comun. Un nimero o expresion algebraica que es factor de dos o més
términos.

Factores primos. Son nimeros primos que dividen a un nimero compuesto.
Factorizar. Descomponer una expresion en sus factores.

Férmula general. La expresion algebraica que sirve para resolver ecuaciones de
segundo grado con una incégnita férmula que se utiliza para encontrar las raices

-b+yb*> —4ac

o0 soluciones de una ecuacion de segundo grado, x = >
a

Fraccién. El cociente indicado de dos nimeros o expresiones; si la fraccion es x/y,

x” se llama el numeradory “y” el denominador.

Fraccién compleja. Una fraccién que contiene fracciones en su numerador, en su
denominador o0 en ambos.

Fraccién impropia. Cuando en una fraccién el numerador es mayor que el
denominador.

Fracciéon mixta. Fraccion que se escribe como parte entera mas una fraccion. Se
compone de parte entera y parte fraccion (fraccion propia).
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Fraccién propia. Es cuando en una fraccién el numerador es menor que el
denominador.

Fracciones equivalentes. Fracciones que representan el mismo valor, aunque
tanto el numerador como el denominador sean diferentes.

Funcién. Es la relacion entre dos conjuntos de pares ordenados, con la
propiedad de que a cada elemento del primer conjunto llamado dominio le
corresponde uno y solo un elemento del segundo conjunto llamado rango o
imagen .

Gréfica (de una ecuacién). Lugar geométrico de los puntos del plano cuyas
coordenadas satisfacen la ecuacion.

Hipérbola. Lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a dos
puntos fijos llamados focos es una constante.

Linea recta. Sucesion infinita de puntos en una misma direccion.
Lugar Geométrico. Conjunto de puntos que satisfacen una condicién.

Medianas (en un tridngulo). Recta que parte del vértice al punto medio del lado
opuesto.

Mediatriz. Recta perpendicular que pasa por el punto medio de un segmento.
Minuendo. Es la cantidad mayor en la operacién de sustraccion.
Monomio. Expresién que contiene un término.

Numerador. Es la parte de la fraccién que nos indica la cantidad que se toma de
la unidad.

Numero compuesto. Son los que se pueden descomponer en factores primos

Numero entero. Todo elemento del conjunto {...,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}.

’ . , a
NuUmero racional; Son nimeros de la forma Z donde a y b son enterosy b es

diferente de cero, ademas tienen expansion decimal finita o periddica infinita.

Ndmero irracional. Es aquél que no puede expresarse como el cociente de dos
enteros.

Ndmero natural. Todo elemento del conjunto {1,2,3,4,5,6,....}

Nuamero primo. Entero positivo mayor que uno que no tiene mas divisores que el
mismo y la unidad.

Nudmero racional. Es aquél que puede expresarse como el cociente de dos
enteros (fraccion).

Ndmeros reales. El conjunto de nimeros que comprende a todos los nimeros
racionales y a todos los nUmeros irracionales.



Origen. Punto de referencia O(0,0) en un sistema de coordenadas.

Parabola. Lugar geométrico de los puntos cuyas distancias a una recta llamada
directriz y a un punto fijo llamado foco son siempre iguales.

Paralelogramo. Cuadrilatero cuyos lados opuestos son paralelos.

Pendiente. Es el cociente de los incrementos en “y” entre los incrementos en “x”.
Polinomio. Expresién que contiene mas de un término.

Proporcién. La proposicion que expresa la igualdad de dos razones.

Ralz de una ecuacién. Un valor de la incégnita que satisface la ecuacion.

Razén. Relacion que existe entre dos cantidades. La division indicada de una
cantidad entre otra.

Reciproco. Un nimero es el reciproco de otro si el producto de ambos es 1.
Segmento de recta. Porcion de recta con un punto inicial y un punto final.
Sustraccion. Es cuando se compara el minuendo y el sustraendo.
Sustraendo. Es la cantidad menor en la operacién de sustraccion.

Término. Una expresion que consta de un nimero, letra o de una combinacién de
ambos empleando solo las operaciones de multiplicacion y division.

Trinomio cuadrado perfecto. Es el resultado de elevar un binomio al cuadrado.

Variable. Un simbolo que representa a cualquiera de los elementos de un
conjunto de ndmeros, cuyo valor puede cambiar.
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